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Prefdcio

Este livro oferece uma introducgio abrangente ao estudo moderno de algoritmos de computa-
dor. Ele apresenta muitos algoritmos e 0os examina com uma profundidade considerivel, tor-
nando seu projeto e sua analise acessiveis aos leitores de todos os niveis. Tentamos manter as
explicacoes em um nivel elementar sem sacrificar a profundidade do enfoque ou o rigor mate-
matico.

Cada capitulo apresenta um algoritmo, uma técnica de projeto, uma iarea de aplicagao ou

um topico relacionado. Os algoritmos sio descritos em linguagem comum e em um “pseudoco-
digo” projetado para ser legivel por qualquer pessoa que tenha um pouco de experiéncia em
programagao. O livro contém mais de 230 figuras ilustrando como os algoritmos funcionam.
Tendo em vista que enfatizamos a eficiéncia como um critério de projeto, incluimos anilises cui-
dadosas dos tempos de execucio de todos os nossos algoritmos.
O texto foi planejado principalmente para uso em graduagio e pés-graduagio em algoritmos ou
estruturas de dados. Pelo fato de discutir questdes de engenharia relacionadas ao projeto de al-
goritmos, bem como aspectos matematicos, o livro € igualmente adequado para auto-estudo de
profissionais técnicos.

Nesta segunda edicio, atualizamos o livro inteiro. As mudangas variam da adigao de novos
capitulos até a reestruturagao de frases individuais.

Para o professor

Este livro foi projetado para ser ao mesmo tempo versatil e completo. Vocé descobriri sua
utilidade para uma variedade de cursos, desde a graduacio em estruturas de dados, até a
poOs-graduagio em algoritmos. Pelo fato de fornecermos uma quantidade de material conside-
ravelmente maior do que poderia caber em um curso tipico de um periodo, vocé deve imagi-
nar o livro como um “bufé” ou “depésito”, do qual pode selecionar e extrair o material que me-
lhor atender ao curso que desejar ministrar.

Vocé achara ficil organizar seu curso apenas em torno dos capitulos de que necessitar. Tor-
namos os capitulos relativamente autébnomos, para que vocé€ nio precise se preocupar com uma
dependéncia inesperada e desnecessaria de um capitulo em relaciao a outro. Cada capitulo apre-
senta primeiro o material mais ficil e mostra os assuntos mais dificeis em seguida, com limites de
se¢Oes assinalando pontos de parada naturais. Na graduagio, poderio ser utilizadas apenas as
primeiras se¢oes de um capitulo; na pés-graduacgao, sera possivel estudar o capitulo inteiro.

Incluimos mais de 920 exercicios e mais de 140 problemas. Cada se¢io termina com exerci-
cios, e cada capitulo com problemas. Em geral, os exercicios sdo perguntas curtas que testam o
dominio basico do assunto. Alguns sio exercicios simples criados para a sala de aula, enquanto
outros sio mais substanciais e apropriados para uso como dever de casa. Os problemas sio estu-
dos de casos mais elaborados que, com freqiiéncia, apresentam novos assuntos; normalmente,
eles consistem em virias perguntas que conduzem o aluno por etapas exigidas para chegar a
uma solucio.

Assinalamos com asteriscos (*) as secOes e os exercicios mais adequados para alunos avanga-
dos. Uma se¢io com asteriscos nao é necessariamente mais dificil que outra que nio tenha aste-
riscos, mas pode exigir a compreensio de matematica em um nivel mais profundo. Da mesma
forma, os exercicios com asteriscos podem exigir um conhecimento mais avancado ou criativi-
dade acima da média.
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Para o aluno

Esperamos que este livro-texto lhe proporcione uma introducio agradavel ao campo dos algo-
ritmos. Tentamos tornar cada algoritmo acessivel e interessante. Para ajuda-lo quando vocé en-
contrar algoritmos pouco familiares ou dificeis, descrevemos cada um deles passo a passo. Tam-
bém apresentamos explicacHes cuidadosas dos conhecimentos matematicos necessarios a com-
preensido da anilise dos algoritmos. Se ji tiver alguma familiaridade com um tépico, vocé perce-
bera que os capitulos estio organizados de modo que seja possivel passar os olhos pelas se¢oes
introdutérias e seguir rapidamente para o material mais avangado.

Este € um livro extenso, e sua turma provavelmente s6 examinara uma parte de seu conteu-
do. Porém, procuramos torna-lo til para vocé agora como um livro-texto, e também mais tar-
de em sua carreira, sob a forma de um guia de referéncia de matematica ou um manual de en-
genharia.

Quais sao os pré-requisitos para a leitura deste livro?

e Vocé deve ter alguma experiéncia em programac¢io. Em particular, deve entender proce-
dimentos recursivos e estruturas de dados simples como arranjos e listas ligadas.

e Vocé deve ter alguma facilidade com a realiza¢io de demonstragoes por indug¢io matema-
tica. Algumas partes do livro se baseiam no conhecimento de calculo elementar. Além dis-
so, as Partes I e VIII deste livro ensinam todas as técnicas matematicas de que vocé ird ne-
cessitar.

Para o profissional

A ampla variedade de tépicos deste livro o torna um excelente manual sobre algoritmos. Como
cada capitulo € relativamente autdbnomo, vocé pode se concentrar nos topicos que mais o inte-
ressem.

A maioria dos algoritmos que discutimos tem grande utilidade pratica. Por essa razao, abor-
damos conceitos de implementacao e outras questoes de engenharia. Em geral, oferecemos al-
ternativas priticas para os poucos algoritmos que tém interesse principalmente teoérico.

Se desejar implementar algum dos algoritmos, vocé ird achar a traducio do nosso pseudoco-
digo em sua linguagem de programacio favorita uma tarefa bastante objetiva. O pseudocodigo
foi criado para apresentar cada algoritmo de forma clara e sucinta. Conseqiientemente, nao nos
preocupamos com o tratamento de erros € outras questoes ligadas a engenharia de software que
exigem suposicoes especificas sobre o seu ambiente de programacio. Tentamos apresentar
cada algoritmo de modo simples e direto sem permitir que as idiossincrasias de uma determina-
da linguagem de programacio obscurecessem sua esséncia.

Para os nossos colegas

Fornecemos uma bibliografia e ponteiros extensivos para a literatura corrente. Cada capitulo
termina com um conjunto de “notas do capitulo” que fornecem detalhes e referéncias histori-
cas. Contudo, as notas dos capitulos nao oferecem uma referéncia completa para o campo intei-
ro de algoritmos. Porém, pode ser dificil acreditar que, em um livro com este tamanho, muitos
algoritmos interessantes nio puderam ser incluidos por falta de espaco.

Apesar dos inimeros pedidos de solucdes para problemas e exercicios feitos pelos alunos,
escolhemos como norma nio fornecer referéncias para problemas e exercicios, a fim de evitar
que os alunos cedessem a tentacio de olhar uma solugio pronta em lugar de encontra-la eles
mesmos.



Mudancas na segunda edicao

O que mudou entre a primeira e a segunda edi¢do deste livro?

Dependendo de como vocé o encara, o livro pode nio ter mudado muito ou ter mudado
bastante.

Um ripido exame no sumario mostra que a maior parte dos capitulos e das secoes da primei-
ra edi¢io também estio presentes na segunda edi¢io. Removemos dois capitulos e algumas se-
¢oOes, mas adicionamos trés novos capitulos e quatro novas secoes além desses novos capitulos.
Se fosse julgar o escopo das mudancas pelo sumario, vocé provavelmente concluiria que as mu-
dancas foram modestas.

Porém, as alteracoes vio muito além do que aparece no sumadrio. Sem qualquer ordem parti-
cular, aqui estd um resumo das mudancgas mais significativas da segunda edicao:

+ Cliff Stein foi incluido como co-autor.
¢ Os erros foram corrigidos. Quantos erros? Vamos dizer apenas que foram varios.
o Ha trés novos capitulos:

e O Capitulo 1 discute a fung¢ao dos algoritmos em informatica.

e O Capitulo 5 abrange a anilise probabilistica e os algoritmos aleatérios. Como na pri-
meira edi¢ido, esses tOpicos aparecem em todo o livro.

e O Capitulo 29 é dedicado a programacio linear.

e Dentro dos capitulos que foram trazidos da primeira edig¢do, existem novas se¢oes sobre
0s seguintes tOpicos:

e Hash perfeito (Secao 11.5).
e Duas aplicacoes de programacio dinimica (Se¢des 15.1 e 15.5).

¢ Algoritmos de aproximagao que usam técnicas aleatorias e programacao linear (Se¢iao

35.4).

¢ Para permitir que mais algoritmos apare¢am mais cedo no livro, trés dos capitulos sobre
fundamentos matematicos foram reposicionados, migrando da Parte I para os apéndices,
que formam a Parte VIII.

e Ha mais de 40 problemas novos e mais de 185 exercicios novos.

+ Tornamos explicito o uso de loops invariantes para demonstrar a corre¢io. Nosso pri-
meiro loop invariante aparece no Capitulo 2, € nés os utilizamos algumas dezenas de ve-
zes ao longo do livro.

e Muitas das andlises probabilisticas foram reescritas. Em particular, usamos em aproximada-
mente uma dezena de lugares a técnica de “variaveis indicadoras aleatérias” que simplificam
as analises probabilisticas, em especial quando as variaveis aleatérias sao dependentes.

¢ Expandimos e atualizamos as notas dos capitulos e a bibliografia. A bibliografia cresceu
mais de 50%, e mencionamos muitos novos resultados algoritmicos que surgiram apos a
impressio da primeira edicio.

Também fizemos as seguintes mudancas:

e O capitulo sobre resolugio de recorréncias nio contém mais o método de iteragao. Em
vez disso, na Secio 4.2, “promovemos” as drvores de recursio, que passaram a constituir
um método por si s6. Concluimos que criar arvores de recursio ¢ menos propenso a er-
ros do que fazer a iteragio de recorréncias. Porém, devemos assinalar que as drvores de
recursao sao mais bem usadas como um modo de gerar hipéteses que serdo entao verifi-
cadas através do método de substituicio. XIlI
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¢ O método de particionamento usado para ordenagio ripida (Se¢io 7.1) e no algoritmo
de ordem estatistica de tempo linear esperado (Secio 9.2) € diferente. Agora usamos o
método desenvolvido por Lomuto que, junto com varidveis indicadoras aleatdrias, per-
mite uma andlise um pouco mais simples. O método da primeira edi¢ao, devido a Hoare,
é apresentado como um problema no Capitulo 7.

e Modificamos a discussao sobre o hash universal da Se¢ao 11.3.3 de forma que ela se inte-
gre a apresentacao do hash perfeito.

e Vocé encontrari na Se¢ao 12.4 uma anilise muito mais simples da altura de uma arvore
de pesquisa binaria construida aleatoriamente.

o As discussdes sobre os elementos de programacio dinimica (Sec¢io 15.3) e os elementos
de algoritmos gulosos (Secao 16.2) foram significativamente expandidas. A exploragio
do problema de selegio de atividade, que inicia o capitulo de algoritmos gulosos, ajudaa
esclarecer a relagido entre programacio dinimica e algoritmos gulosos.

o Substituimos a prova do tempo de execug¢io da estrutura de dados de uniiao de conjuntos
disjuntos na Se¢do 21.4 por uma prova que emprega o método potencial para derivar um
limite restrito.

¢ A prova de corregio do algoritmo para componentes fortemente conectados na Se¢ao
22.5 € mais simples, mais clara e mais direta.

e O Capitulo 24, que aborda os caminhos mais curtos de origem unica, foi reorganizado
com a finalidade de mover as provas das propriedades essenciais para suas proprias se-
¢oes. A nova organizagio permite que nos concentremos mais cedo nos algoritmos.

e ASecio 34.5 contém uma visio geral ampliada do cariter NP-completo, e também novas
provas de cariter NP-completo para os problemas do ciclo hamiltoniano e da soma de
subconjuntos.

Por fim, virtualmente todas as se¢des foram editadas para corrigir, simplificar e tornar mais
claras as explicacoes e demonstragoes.
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Parte I

Fundamentos

Introducao

Esta parte o fard refletir sobre o projeto e a anilise de algoritmos. Ela foi planejada para ser uma
introdugio suave ao modo como especificamos algoritmos, a algumas das estratégias de projeto
que usaremos a0 longo deste livro e a muitas das idéias fundamentais empregadas na anilise de
algoritmos. As partes posteriores deste livro serao elaboradas sobre essa base.

O Capitulo 1 é uma visao geral dos algoritmos e de seu lugar nos modernos sistemas de com-
putacio. Esse capitulo define o que é um algoritmo e lista alguns exemplos. Ele também apre-
senta os algoritmos como uma tecnologia, da mesma maneira que um hardware ripido, interfa-
ces graficas do usudrio, sistemas orientados a objetos e redes de computadores.

No Capitulo 2, veremos nossos primeiros algoritmos, que resolvem o problema de ordenar
uma seqiiéncia de z nimeros. Eles s20 escritos em um pseudocodigo que, embora nao possa ser
traduzido diretamente para qualquer linguagem de programacio convencional, transmite a es-
trutura do algoritmo com clareza suficiente para que um programador competente possa imple-
menti-la na linguagem de sua escolha. Os algoritmos de ordenac¢ao que examinaremos sio a or-
denagio por inser¢io, que utiliza uma abordagem incremental, e a ordenagao por intercalagio,
que usa uma técnica recursiva conhecida como “dividir e conquistar”. Embora o tempo exigido
por cada uma aumente com o valor 7, a taxa de aumento difere entre os dois algoritmos. Deter-
minaremos esses tempos de execugao no Capitulo 2 e desenvolveremos uma notagio util para
expressa-los.

O Capitulo 3 define com exatidio essa notac¢do, que chamaremos notagao assintética. Ele come-
¢a definindo diversas notagoes assintoticas que utilizaremos para delimitar os tempos de execugao
dos algoritmos acima e/ou abaixo. O restante do Capitulo 3 é principalmente uma apresentacio da
notagao matemadtica. Seu propdsito maior € o de assegurar que o uso que vocé fara da notacao cor-
respondera a utilizacio deste livro, em vez de ensinar-lhe novos conceitos matematicos.

O Capitulo 4 mergulha mais profundamente no método de dividir e conquistar introduzido
no Capitulo 2. Em particular, o Capitulo 4 contém métodos para solugao de recorréncias que
sao uteis para descrever os tempos de execugio de algoritmos recursivos. Uma técnica eficiente
€ o “método mestre”, que pode ser usado para resolver recorréncias que surgem dos algoritmos
de dividir e conquistar. Grande parte do Capitulo 4 é dedicada a demonstrar a corre¢io do mé-
todo mestre, embora essa demonstragio possa ser ignorada sem problemas.



O Capitulo 5 introduz a anilise probabilistica e os algoritmos aleatérios. Em geral, usaremos
a anilise probabilistica para determinar o tempo de execuc¢io de um algoritmo nos casos em
que, devido a presenca de uma distribuicao de probabilidades inerente, o tempo de execugao
pode diferir em diversas entradas do mesmo tamanho. Em alguns casos, vamos supor que as en-
tradas obedecem a uma distribui¢io de probabilidades conhecida, e assim calcularemos o tem-
po de execugio médio sobre todas as entradas possiveis. Em outros casos, a distribui¢iao de pro-
babilidades nio vem das entradas, mas sim das escolhas aleat6rias feitas durante o curso do algo-
ritmo. Um algoritmo cujo comportamento € determinado ndo apenas por sua entrada, mas
também pelos valores produzidos por um gerador de niimeros aleatérios, ¢ um algoritmo alea-
tério. Podemos usar algoritmos aleatérios para impor uma distribuicio de probabilidade sobre
as entradas — assegurando assim que nenhuma entrada especifica sempre causard um fraco de-
sempenho — ou mesmo para limitar a taxa de erros de algoritmos que tém permissio para pro-
duzir resultados incorretos de forma limitada.

Os Apéndices A, B e C contém outros materiais matematicos que vocé ird considerar Uteis a
medida que ler este livro. E provivel que vocé tenha visto grande parte do material dos apéndi-
ces antes de encontri-los neste livro (embora as convengoes especificas de notagao que usamos
possam diferir em alguns casos daquelas que vocé ji viu), e assim vocé deve considerar os apén-
dices um guia de referéncia. Por outro lado, é provivel que vocé ainda ndo tenha visto a maior
parte do material contido na Parte 1. Todos os capitulos da Parte I e os apéndices foram escritos
com um “toque” de tutorial.



Capitulo 1

A funcdo dos algoritmos
na computacao

O que sao algoritmos? Por que o estudo dos algoritmos vale a pena? Qual € a fung¢io dos algorit-
mos em relagio a outras tecnologias usadas em computadores? Neste capitulo, responderemos
a essas perguntas.

1.1 Algoritmos

Informalmente, um algoritmo é qualquer procedimento computacional bem definido que
toma algum valor ou conjunto de valores como entrada e produz algum valor ou conjunto de
valores como saida. Portanto, um algoritmo é uma seqiiéncia de passos computacionais que
transformam a entrada na saida.

Também podemos visualizar um algoritmo como uma ferramenta para resolver um proble-
ma computacional bem especificado. O enunciado do problema especifica em termos gerais
o relacionamento entre a entrada e a saida desejada. O algoritmo descreve um procedimento
computacional especifico para se alcancar esse relacionamento da entrada com a saida.

Por exemplo, poderia ser necessario ordenar uma seqiiéncia de nimeros em ordem nio de-
crescente. Esse problema surge com freqiiéncia na pritica e oferece um solo fértil para a intro-
ducgio de muitas técnicas de projeto padrio e ferramentas de analise. Vejamos como definir for-
malmente o problema de ordenacdo:

Entrada: Uma seqiiéncia de #» nimeros {(a,, a,, ..., a,,).

Saida: Uma permutagio (reordenacgio) (a,, a,, ..., a,) da seqiiéncia de entrada, tal que a, <a,
<..<al.
n

Dada uma seqiiéncia de entrada como (31,41,59,26,41,58), um algoritmo de ordenacio re-
torna como saida a seqiéncia (26,31,41,41,58,59). Uma sequiéncia de entrada como essa € cha-
mada uma énstancia do problema de ordenacio. Em geral, uma instancia de um problema
consiste na entrada (que satisfaz a quaisquer restricbes impostas no enunciado do problema)
necessaria para se calcular uma solugio para o problema.

A ordenagio é uma operacio fundamental em ciéncia da computagio (muitos programas a
utilizam como uma etapa intermedidria) e, como resultado, um grande nimero de bons algorit-
mos de ordenagio tem sido desenvolvido. O melhor algoritmo para uma determinada aplicacio 3



depende - entre outros fatores — do nimero de itens a serem ordenados, da extensao em que os
itens jd estao ordenados de algum modo, de possiveis restricoes sobre os valores de itens e da es-
pécie de dispositivo de armazenamento a ser usado: memoria principal, discos ou fitas.

Um algoritmo € dito correto se, para cada instincia de entrada, ele para com a saida correta.
Dizemos que um algoritmo correto resolve o problema computacional dado. Um algoritmo in-
correto pode nao parar em algumas instincias de entrada, ou entio pode parar com outra res-
posta que nio a desejada. Ao contririo do que se poderia esperar, as vezes 0s algoritmos incor-
retos podem ser uteis, se sua taxa de erros pode ser controlada. Veremos um exemplo desse fato
no Capitulo 31, quando estudarmos algoritmos para localizar grandes nimeros primos. Porém,
em situacdes comuns, iremos nos concentrar apenas no estudo de algoritmos corretos.

Um algoritmo pode ser especificado em linguagem comum, como um programa de compu-
tador, ou mesmo como um projeto de hardware. O Gnico requisito € que a especificacao deve
fornecer uma descrigao precisa do procedimento computacional a ser seguido.

Que tipos de problemas sao resolvidos por algoritmos?

A ordenacgio nio é de modo algum o Gnico problema computacional para o qual foram
desenvolvidos algoritmos. (Vocé provavelmente suspeitou disso quando viu o tamanho deste
livro.) As aplicaghes praticas de algoritmos sio onipresentes € incluem os exemplos a seguir:

e O Projeto Genoma Humano tem como objetivos identificar todos os 100.000 genes do
DNA humano, determinar as seqiiéncias dos 3 bilhoes de pares de bases quimicas que
- constituem o DNA humano, armazenar essas informacées em bancos de dados e desen-
volver ferramentas para andlise de dados. Cada uma dessas etapas exige algoritmos sofis-
ticados. Embora as solucoes para os varios problemas envolvidos estejam além do escopo
deste livro, idéias de muitos capitulos do livro sao usadas na solucio desses problemas bio-
légicos, permitindo assim aos cientistas realizarem tarefas ao mesmo tempo que utilizam
com eficiéncia os recursos. As economias sao de tempo, tanto humano quanto da maqui-
na, e de dinheiro, 2 medida que mais informagdes podem ser extraidas de técnicas de la-
boratdrio.

¢ Alnternet permite que pessoas espalhadas por todo o mundo acessem e obtenham com
rapidez grandes quantidades de informacgdes. Para isso, sio empregados algoritmos
inteligentes com a finalidade de gerenciar e manipular esse grande volume de dados. Os
exemplos de problemas que devem ser resolvidos incluem a localizagio de boas rotas
pelas quais os dados viajarao (as técnicas para resolver tais problemas sio apresentadas
no Capitulo 24) e o uso de um mecanismo de pesquisa para encontrar com rapidez
paginas em que residem informagdes especificas (as técnicas relacionadas estio nos
Capitulos 11 e 32).

e O comércio eletronico permite que mercadorias e servigos sejam negociados e trocados
eletronicamente. A capacidade de manter privativas informagées como numeros de
cartao de crédito, senhas e extratos bancirios é essencial para a ampla utilizacio do
comércio eletronico. A criptografia de chave publica e as assinaturas digitais (estudadas
no Capitulo 31) estdo entre as tecnologias centrais utilizadas e se baseiam em algoritmos
numeéricos e na teoria dos nimeros.

e Naindustria e em outras instalagbes comerciais, muitas vezes é importante alocar recursos
escassos da maneira mais benéfica. Uma empresa petrolifera talvez deseje saber onde loca-
lizar seus pocos para tornar miaximo o lucro esperado. Um candidato a presidéncia da Re-
publica talvez queira determinar onde gastar dinheiro em publicidade de campanha com a
finalidade de ampliar as chances de vencer a elei¢ao. Uma empresa de transporte aéreo
pode designar as tripulagdes para os voos da forma menos dispendiosa possivel, certifican-
do-se de que cada voo sera atendido e que as regulamentagdes do governo relativas a escala



das tripulacoes serio obedecidas. Um provedor de servicos da Internet talvez queira definir
onde instalar recursos adicionais para servir de modo mais eficiente a seus clientes. Todos
esses sio exemplos de problemas que podem ser resolvidos com o uso da programacao li-
near, que estudaremos no Capitulo 29.

Embora alguns dos detalhes desses exemplos estejam além do escopo deste livro, fornecere-
mos técnicas bisicas que se aplicam a esses problemas e a essas dreas de problemas. Também
mostraremos neste livro como resolver muitos problemas concretos, inclusive os seguintes:

Temos um mapa rodoviirio no qual a distincia entre cada par de intersecoes adjacentes é
marcada, e nossa meta é determinar a menor rota de uma intersecao até outra. O nimero
de rotas possiveis pode ser enorme, ainda que sejam descartadas as rotas que cruzam
sobre si mesmas. Como escolher qual de todas as rotas possiveis é a mais curta? Aqui,
modelamos o mapa rodovidrio (que € ele proprio um modelo das estradas reais) como
um grafo (o que veremos no Capitulo 10 e no Apéndice B) e desejamos encontrar o
caminho mais curto de um vértice até outro no grafo. Veremos como resolver esse
problema de forma eficiente no Capitulo 24.

Temos uma seqii€ncia (4, A,, ..., 4,,) de » matrizes e desejamos determinar seu produto
A4A; ... A,,. Como a multiplicacdo de matrizes é associativa, existem varias ordens de mul-
tiplicacao validas. Por exemplo, se # = 4, podemos executar as multiplicacoes de matri-
zes como se o produto estivesse entre parénteses em qualquer das seguintes ordens:
(A1(A2(45A9)), (A1((A249)A9), (A:142)(A349), (A1(A243))A) ou ((A142)A3)A,). Se essas
matrizes forem todas quadradas (e portanto tiverem o mesmo tamanho), a ordem de
multiplicagao nao afetara o tempo de duragio das multiplicagdes de matrizes. Porém, se
essas matrizes forem de tamanhos diferentes (ainda que seus tamanhos sejam compati-
veis para a multiplicagao de matrizes), entio a ordem de multiplicacio pode fazer uma di-
ferenca muito grande. O namero de ordens de multiplicagio possiveis é exponencial em
n, € assim tentar todas as ordens possiveis pode levar um tempo muito longo. Veremos
no Capitulo 15 como usar uma técnica geral conhecida como programacio dinimica
para resolver esse problema de modo muito mais eficiente.

Temos uma equacio ax =b (mod »n), onde a, b e n sdo inteiros, € desejamos encontrar to-
dos os inteiros x, modulo 7, que satisfazem a equacao. Pode haver zero, uma ou mais de
uma solug¢iao. Podemos simplesmente experimentarx = 0, 1, ..., # — 1 em ordem, mas o
Capitulo 31 mostra um método mais eficiente.

Temos n pontos no plano e desejamos encontrar a envoltdria convexa desses pontos. A
envoltdria convexa é o menor poligono convexo que contém os pontos. Intuitivamente,
podemos imaginar que cada ponto é representado por um prego fixado a uma tabua. A
envoltdria convexa seria representada por um eldstico apertado que cercasse todos os
pregos. Cada prego pelo qual o elastico passa é um vértice da envoltéria convexa. (Veja
um exemplo na Figura 33.6.) Quaisquer dos 2” subconjuntos dos pontos poderiam ser os
vértices da envoltéria convexa. Saber quais pontos sio vértices da envoltoria convexa nio
¢é suficiente, pois também precisamos conhecer a ordem em que eles aparecem. Portanto,
h4 muitas escolhas para os vértices da envoltoria convexa. O Capitulo 33 apresenta dois
bons métodos para se encontrar a envoltdria convexa.

Essas listas estao longe de esgotar os exemplos (como vocé novamente ja deve ter imagina-
do pelo peso deste livro), mas exibem duas caracteristicas comuns a muitos algoritmos inte-
ressantes.

1.

Existem muitas solucoes candidatas, a maioria das quais nio é aquilo que desejamos.
Encontrar a solu¢io que queremos pode representar um desafio.



2. Existem aplicagOes priticas. Dos problemas da lista anterior, o caminho mais curto
fornece os exemplos mais ficeis. Uma empresa de transportes que utiliza caminhées ou
vagbes ferroviirios tem interesse financeiro em encontrar os caminhos mais curtos em
uma rede ferroviiria ou rodoviiria, porque percursos menores resultam em menor
trabalho e menor consumo de combustivel. Ou entio, um nd de roteamento na Internet
pode precisar encontrar o caminho mais curto através da rede, a fim de rotear uma
mensagem com rapidez.

Estruturas de dados

Este livro também contém virias estruturas de dados. Uma estrutura de dados é um meio para
armazenar e organizar dados com o objetivo de facilitar o acesso e as modificagdes. Nenhuma es-
trutura de dados tnica funciona bem para todos os propositos, e assim € importante conhecer
os pontos fortes e as limitacoes de varias delas.

Técnica

Embora possa usar este livro como um “livro de receitas” para algoritmos, algum dia vocé podera
encontrar um problema para o qual nao seja possivel descobrir prontamente um algoritmo publi-
cado (muitos dos exercicios e problemas deste livro, por exemplo!). Este livro lhe ensinara técni-

cas de projeto e anilise de algoritmos, de forma que vocé possa desenvolver algoritmos por conta
propria, mostrar que eles fornecem a resposta correta e entender sua eficiéncia.

Problemas dificeis

A maior parte deste livro trata de algoritmos eficientes. Nossa medida habitual de eficiénciaéa
velocidade, isto é, quanto tempo um algoritmo demora para produzir seu resultado. Porém,
existem alguns problemas para os quais ndo se conhece nenhuma solucio eficiente. O Capitulo
34 estuda um subconjunto interessante desses problemas, conhecidos como NP-completos.

Por que os problemas NP-completos sio interessantes? Primeiro, embora ainda nao tenha
sido encontrado nenhum algoritmo eficiente para um problema NP-completo, ninguém jamais
provou que nio é possivel existir um algoritmo eficiente para esse fim. Em outras palavras,
desconhecemos se existem ou ndo algoritmos eficientes para problemas NP-completos. Em
segundo lugar, o conjunto de problemas NP-completos tem a propriedade notivel de que, se
existe um algoritmo eficiente para qualquer um deles, entio existem algoritmos eficientes para
todos. Esse relacionamento entre os problemas NP-completos torna a falta de solugoes
eficientes ainda mais torturante. Em terceiro lugar, virios problemas NP-completos sio
semelhantes, mas nio idénticos, a problemas para os quais conhecemos algoritmos eficientes.
Uma pequena mudang¢a no enunciado do problema pode provocar uma grande alteragao na
eficiéncia do melhor algoritmo conhecido.

E valioso conhecer os problemas NP-completos, porque alguns deles surgem com
freqiiéncia surpreendente em aplicacoes reais. Se for chamado a produzir um algoritmo
eficiente para um problema NP-completo, é provivel que vocé perca muito tempo em uma
busca infrutifera. Por outro lado, se conseguir mostrar que o problema é NP-completo, vocé
poderd em vez disso dedicar seu tempo ao desenvolvimento de um algoritmo eficiente que
ofereca uma solugiao boa, embora nao seja a melhor possivel.

Como um exemplo concreto, considere uma empresa de transporte por caminhio com um
armazém central. A cada dia, ela carrega o caminhio no armazém e o envia a diversos locais para
efetuar entregas. No final do dia, o caminhio tem de estar de volta a0 armazém, a fim de ser
preparado para receber a carga do dia seguinte. Para reduzir custos, a empresa deve selecionar
uma ordem de paradas de entrega que represente a menor distincia total a ser percorrida pelo

¢| caminhao. Esse problema € o famoso “problema do caixeiro-viajante”, € € NP-completo. Ele nao



tem nenhum algoritmo eficiente conhecido. Contudo, sob certas hipéoteses, hd algoritmos
eficientes que fornecem uma distincia total nio muito acima da menor possivel. O Capitulo 35
discute esses “algoritmos de aproximacao”.

Exercicios

1.1-1

Forneca um exemplo real no qual apareca um dos problemas computacionais a seguir: ordena-
¢do, determinacio da melhor ordem para multiplicagio de matrizes ou localizagido da envoltéria
convexa.

1.1-2
Além da velocidade, que outras medidas de eficiéncia poderiam ser usadas em uma configura-
¢do real?

1.1-3
Selecione uma estrutura de dados que voce ja tenha visto antes e discuta seus pontos fortes e
suas limitagoes.

1.1-4
Em que aspectos os problemas do caminho mais curto e do caixeiro-viajante anteriores sao se-
melhantes? Em que aspectos eles sao diferentes?

1.1-5
Mostre um problema real no qual apenas a melhor solugao servird. Em seguida, apresente um
problema em que baste uma solugio que seja “aproximadamente” a melhor.

1.2 Algoritmos como uma tecnologia

Suponha que os computadores fossem infinitamente ripidos e que a memdria do computador
fosse livre. Vocé teria alguma razio para estudar algoritmos? A resposta € sim, se nio por outra
razio, pelo menos porque vocé ainda gostaria de demonstrar que o método da sua solugio
termina, € o faz com a resposta correta.

Se os computadores fossem infinitamente ripidos, qualquer método correto para resolver
um problema serviria. E provivel que vocé quisesse que sua implementagio estivesse dentro
dos limites da boa pratica de engenharia de software (isto é, que ela fosse bem documentada e
projetada) mas, com maior freqiiéncia, vocé utilizaria o método que fosse o mais ficil de
implementar.

E claro que os computadores podem ser ripidos, mas nio sio infinitamente ripidos. A
memoria pode ser de baixo custo, mas nio é gratuita. Assim, o tempo de computagio ¢ um
recurso limitado, bem como o espa¢o na memoria. Esses recursos devem ser usados de forma
sensata, e algoritmos eficientes em termos de tempo ou espago ajudario vocé a usa-los.

Eficiéncia

Algoritmos criados para resolver o mesmo problema muitas vezes diferem de forma drastica em
sua eficiéncia. Essas diferencas podem ser muito mais significativas que as diferengas relativas a
hardware e software.

Veremos no Capitulo 2, como exemplo, dois algoritmos para ordenagao. O primeiro, conhe-
cido como ordenacao por insercao, levaum tempo aproximadamente igual a c,;#? para orde-
nar n itens, onde ¢, é uma constante que nio depende de 7. Isto é, ela demora um tempo aproxi-
madamente proporcional a n2. O segundo, de ordenacao por intercalacao, leva um tempo
aproximadamente igual a ¢c,n 1g #, onde Ig n representa log; 72 € ¢, € outra constante que tam- |,



bém nio depende de 7. A ordenagio por inser¢io normalmente tem um fator constante menor
que a ordenagio por intercalagio; e assim, ¢; < ¢,. Veremos que os fatores constantes podem ser
muito menos significativos no tempo de execucio que a dependéncia do tamanho da entrada n.
Onde a ordenagio por intercala¢io tem um fator Ig #» em seu tempo de execugio, a ordenacio
por insercio tem um fator n, que é muito maior. Embora a ordenagao por inserciao em geral seja
mais rapida que a ordenacio por intercalagao para pequenos tamanhos de entradas, uma vez
que o tamanho da entrada » se tornar grande o suficiente, a vantagem da ordenacao por interca-
lagao de Ig n contra n compensari com sobras a diferenca em fatores constantes. Independente
do quanto ¢; seja menor que ¢,, sempre haverd um ponto de passagem além do qual a ordena-
¢do por intercalagiao sera mais rapida.

Como um exemplo concreto, vamos comparar um computador mais rapido (computador
A) que executa a ordenacio por inser¢ao com um computador mais lento (computador B) que
executa a ordenagao por intercalacio. Cada um deles deve ordenar um arranjo de um milhao de
nimeros.

Suponha que o computador A execute um bilhao de instru¢des por segundo e o computador
B execute apenas dez milhées de instrugoes por segundo; assim, o computador A serd 100 vezes
mais ripido que o computador B em capacidade bruta de computagio. Para tornar a diferenga ain-
da mais drastica, suponha que o programador mais astucioso do mundo codifique a ordenagao
por inser¢io em linguagem de maquina para o computador A, € que o c6digo resultante exija 2n?
instrugoes para ordenar # nimeros. (Aqui, ¢; = 2.) Por outro lado, a ordenacgio por intercalacao é
programada para o computador B por um programador médio que utiliza uma linguagem de alto
nivel com um compilador ineficiente, com o c6digo resultante totalizando 507 Ig » instrugdes (de
forma que ¢, = 50). Para ordenar um milhio de nimeros, o computador A demora

2-(10°)*instrugo
(107)" instrucoes = 2000 segundos ,

10° instrugdes/segundo
enquanto o computador B demora

50-10°¢ 1g 10° instrugdes

- ~ 100 segundos .
10’ instrugdes/segundo

Usando um algoritmo cujo tempo de execucio cresce mais lentamente, at€ mesmo com um
compilador fraco, o computador B funciona 20 vezes mais ripido que o computador A! A
vantagem da ordenacio por intercalagio é ainda mais pronunciada quando ordenamos dez
milhées de nimeros: onde a ordenagio por inser¢io demora aproximadamente 2,3 dias, a
ordenacio por intercalacao demora menos de 20 minutos. Em geral, 2 medida que o tamanho
do problema aumenta, também aumenta a vantagem relativa da ordenacio por intercalagio.

Algoritmos e outras tecnologias

O exemplo anterior mostra que os algoritmos, como o hardware de computadores, constituem
uma tecnologia. O desempenho total do sistema depende da escolha de algoritmos eficientes
tanto quanto da escolha de hardware ripido. Da mesma maneira que estio havendo ripidos
avangos em outras tecnologias computacionais, eles também estio sendo obtidos em algorit-
mos.

Vocé poderia indagar se os algoritmos sio verdadeiramente tio importantes nos computa-
dores contemporineos em comparagao com outras tecnologias avangadas, como:

e Hardware com altas taxas de clock, pipelines e arquiteturas superescalares.

¢ Interfaces graficas do usudrio (GUIs) intuitivas e ficeis de usar.



¢ Sistemas orientados a objetos.
o Redes locais e remotas.

A resposta é sim. Embora existam algumas aplicacdes que nio exigem explicitamente
conteudo algoritmico no nivel da aplicagao (por exemplo, algumas aplicagoes simples baseadas
na Web), a maioria também requer um certo grau de contetdo algoritmico por si s6. Por
exemplo, considere um servigo da Web que determina como viajar de um local para outro.
(Havia diversos servicos desse tipo no momento em que este livro foi escrito.) Sua
implementacio dependeria de hardware rapido, de uma interface grafica do usuario, de redes
remotas € também, possivelmente, de orientacio a objetos. Contudo, ele também exigiria
algoritmos para certas operacoes, como localizagao de rotas (talvez empregando um algoritmo
de caminho mais curto), interpretacao de mapas e interpolacio de enderecos.

Além disso, até mesmo uma aplicagio que nao exige contetido algoritmico no nivel da
aplicacio depende muito de algoritmos. Serd que a aplicacao depende de hardware rapido? O
projeto de hardware utilizou algoritmos. A aplicagio depende de interfaces grificas do usuario?
O projeto de qualquer GUI depende de algoritmos. A aplicacio depende de rede? O roteamento
em redes depende muito de algoritmos. A aplicacio foi escrita em uma linguagem diferente do
codigo de miquina? Entao, ela foi processada por um compilador, um interpretador ou um
assembler, e todos fazem uso extensivo de algoritmos. Os algoritmos formam o nuicleo da
maijoria das tecnologias usadas em computadores contemporineos.

Além disso, com a capacidade cada vez maior dos computadores, nés os utilizamos para
resolver problemas maiores do que nunca. Como vimos na comparagio anterior entre
ordenacio por inser¢ao e ordenagio por intercalagio, em problemas de tamanhos maiores, as
diferengas na eficiéncia dos algoritmos se tornam particularmente importantes.

Uma soélida base de conhecimento e técnica de algoritmos é uma caracteristica que separa 0s
programadores verdadeiramente qualificados dos novatos. Com a moderna tecnologia
computacional, vocé pode executar algumas tarefas sem saber muito sobre algoritmos; porém,
com uma boa base em algoritmos, é possivel fazer muito, muito mais.

Exercicios

1.2-1
Forneg¢a um exemplo de aplicagiao que exige contetido algoritmico no nivel da aplicagdo e discu-
ta a fungao dos algoritmos envolvidos.

1.2-2

Vamos supor que estamos comparando implementacoes de ordenagio por inser¢io e ordena-
¢do por intercalacio na mesma maquina. Para entradas de tamanho 7, a ordenacao por inser¢ao
é executada em 812 etapas, enquanto a ordenacio por intercalacio é executada em 647 Ign eta-
pas. Para que valores de 7 a ordenacgao por insercao supera a ordenac¢io por intercalagio?

1.2-3
Qual é 0 menor valor de 7 tal que um algoritmo cujo tempo de execugio é 100.° funciona mais
rapido que um algoritmo cujo tempo de execugio é 2" na mesma maquina?

Problemas

1-1 Comparacao entre tempos de execucdo

Para cada funcio f(n) e cada tempo ¢ na tabela a seguir, determine o maior tamanho # de um pro-
blema que pode ser resolvido no tempo ¢, supondo-se que o algoritmo para resolver o problema
demore f(n) microssegundos.



1 segundo 1 minuto 1 hora 1 dia 1 més 1 ano 1 século

n!

Notas do capitulo

Existem muitos textos excelentes sobre o topico geral de algoritmos, inclusive os de Aho, Hop-
croft e Ullman [5, 6], Baase e Van Gelder [26], Brassard e Bratley [46, 47], Goodrich e Tamassia
[128], Horowitz, Sahni e Rajasekaran [158], Kingston [179], Knuth [182, 183, 185], Kozen
[193], Manber [210], Mehlhorn [217, 218, 219], Purdom e Brown [252], Reingold, Nievergelt e
Deo [257], Sedgewick [269], Skiena [280] e Wilf [315]. Alguns dos aspectos mais priticos do
projeto de algoritmos siao discutidos por Bentley [39, 40] e Gonnet [126]. Pesquisas sobre o
campo dos algoritmos também podem ser encontradas no Handbook of Theoretical Computer
Science, Volume A [302] e no CRC Handbook on Algorithms and Theory of Computation [24].
Avaliacoes dos algoritmos usados em biologia computacional podem ser encontradas em li-
vros-texto de Gusfield [136], Pevzner [240], Setubal e Medinas [272], e Waterman [309].



Capitulo 2

Comnceitos bdsicos

Este capitulo tem o objetivo de familiariza-lo com a estrutura que usaremos em todo o livro para
refletir sobre © projeto e a andlise de algoritmos. Ele é autdnomo, mas inclui diversas referéncias
ao material que serd apresentado nos Capitulos 3 e 4. (E também contém diversos somatorios,
que o Apéndice A mostra como resolver.)

Comecaremos examinando o problema do algoritmo de ordenagao por insercao para re-
solver o problema de ordenagio apresentado no Capitulo 1. Definiremos um “pseudocodigo”
que deveri ser familiar aos leitores que tenham estudado programacgio de computadores, € 0
empregaremos com a finalidade de mostrar como serio especificados nossos algoritmos. Ten-
do especificado o algoritmo, demonstraremos entao que ele efetua a ordenagio corretamente
e analisaremos seu tempo de execucio. A anilise introduzird uma notagio centrada no modo
como o0 tempo aumenta com o nimero de itens a serem ordenados. Seguindo nossa discussao
da ordenacgio por insercao, introduziremos a abordagem de dividir e conquistar para o proje-
to de algoritmos e a utilizaremos com a finalidade de desenvolver um algoritmo chamado or-
denacio por intercalagao. Terminaremos com uma andlise do tempo de execucio da ordena-
¢do por intercalacio.

2.1 Ordenacao por insercao

Nosso primeiro algoritmo, o de ordenagio por insercio, resolve o problema de ordenacao
introduzido no Capitulo 1:

Entrada: Uma seqliéncia de » nimeros {(a,, a,, ..., 4,,).

Saida: Uma permutacio (reordenagao) (a,, 45, ...,a,) daseqiéncia de entrada, talque a, <a,
<..<a,

Os numeros que desejamos ordenar também sao conhecidos como chaves.

Neste livro, descreveremos tipicamente algoritmos como programas escritos em um pseu-
docoédigo muito semelhante em virios aspectos a C, Pascal ou Java. Se ja conhece qualquer des-
sas linguagens, vocé devera ter pouca dificuldade para ler nossos algoritmos. O que separa o
pseudocodigo do codigo “real” € que, no pseudocodigo, empregamos qualquer método expres-
sivo para especificar de forma mais clara e concisa um dado algoritmo. As vezes, o método mais
claro é a linguagem comum; assim, ndo se surpreenda se encontrar uma frase ou sentenca em
nosso idioma (ou em inglés) embutida no interior de uma secao de co6digo “real”. Outra diferen-
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¢a entre o pseudocddigo e o codigo real € que o pseudocddigo em geral nao se relaciona com
questoes de engenharia de software. As questoes de abstragio de dados, modularidade e trata-
mento de erros sio freqiientemente ignoradas, com a finalidade de transmitir a esséncia do al-
goritmo de modo mais conciso.

FIGURA 2.1 Ordenando cartas com o uso da ordenacio por insercio

Comecaremos com a ordenacdo por insercdao, um algoritmo eficiente para ordenar um
nimero pequeno de elementos. A ordenagio por inser¢ao funciona da maneira como muitas
pessoas ordenam as cartas em um jogo de bridge ou poquer. Iniciaremos com a mao esquerda
vazia e as cartas viradas com a face para baixo na mesa. Em seguida, removeremos uma carta de
cada vez da mesa, inserindo-a na posi¢io correta na mio esquerda. Para encontrar a posi¢ao cor-
reta de uma carta, vamos compari-la a cada uma das cartas que ji estio na mao, da direita paraa
esquerda, como ilustra a Figura 2.1. Em cada instante, as cartas seguras na mao esquerda sio or-
denadas; essas cartas eram originalmente as cartas superiores da pilha na mesa.

Nosso pseudocodigo para ordenagao por inser¢io é apresentado como um procedimento
chamado INSERTION-SORT, que toma como parametro um arranjo A[1 .. n] contendo uma se-
qiiéncia de comprimento 7 que devera ser ordenada. (No c6digo, o namero 7z de elementos em
A é denotado por comprimento[A].) Os nameros da entrada sio ordenados no local: os ni-
meros sdo reorganizados dentro do arranjo A, com no maximo um nimero constante deles ar-
mazenado fora do arranjo em qualquer instante. O arranjo de entrada A conteri a seqiiéncia de
saida ordenada quando INSERTION-SORT terminar.

FIGURA 2.2 A operagio de INSERTION-SORT sobre o arranjo A = (5, 2, 4, 6, 1, 3). Os indices do arranjo
aparecem acima dos retingulos e os valores armazenados nas posi¢oes do arranjo aparecem dentro dos
retingulos. (a)—(e) As iteragdes do loop for das linhas 1 a 8. Em cada iteracao, o retingulo preto contém
a chave obtida de A[f], que é comparada aos valores contidos nos retingulos sombreados a sua esquer-
da, no teste da linha 5. Setas sombreadas mostram os valores do arranjo deslocados uma posi¢io a direi-
ta na linha 6, e setas pretas indicam para onde a chave é deslocada na linha 8. (f) O arranjo ordenado fi-
nal



INSERTION-SORT(A)
1 for j « 2 to comprimento[A]
2 do chave <+ A[j]
> Inserir A[f] na seqliéncia ordenada A[1.7 - 1].
i—j-1
while 7 > 0 e A[i] > chave
do A[i + 1] « AJi]
ie—i-1
Ali + 1] « chave

o <N B NV I N

Loops invariantes e a correcao da ordenaciao por insercao

A Figura 2.2 mostra como esse algoritmo funciona para A = (5, 2, 4, 6, 1, 3). O indicej indica a
“carta atual” sendo inserida na mao. No inicio de cada iteragiao do loop for “externo”, indexado
por/, o subarranjo que consiste nos elementos A[1 .. j— 1] constitui a mao atualmente ordenada,
e os elementos A[f + 1 .. n] correspondem a pilha de cartas ainda na mesa. Na verdade, os ele-
mentos A[1 .. j— 1] sdo os elementos que estavam originalmente nas posi¢oes de 1aj— 1, mas
agora em seqiiéncia ordenada. Enunciamos formalmente essas propriedades de A[1 ..j — 1]
como um loop invariante:

No comeco de cada iteragao do loop for das linhas 1 a 8, o subarranjoA[1 .. j— 1] consiste
nos elementos contidos originalmente em A[1 .. j — 1], mas em seqiiéncia ordenada.

Usamos loops invariantes para nos ajudar a entender por que um algoritmo € correto. Deve-
mos mostrar trés detalhes sobre um loop invariante:

Inicializacgao: Ele é verdadeiro antes da primeira iteracdo do loop.

Manutencgao: Se for verdadeiro antes de uma iteracao do loop, ele permaneceri verdadeiro an-
tes da préxima iteracio.

Término: Quando o loop termina, o invariante nos fornece uma propriedade util que ajuda a
mostrar que o algoritmo € correto.

Quando as duas primeiras propriedades sdo vilidas, o loop invariante é verdadeiro antes de
toda iteragdo do loop. Note a semelhanca em relagio a indugao matemdtica; nesta Gltima, para
provar que uma propriedade é vilida, vocé demonstra um caso bdsico e uma etapa indutiva.
Aqui, mostrar que o invariante é vilido antes da primeira iteragio € equivalente ao caso bisico, e
mostrar que o invariante é valido de uma iteracio para outra equivale a etapa indutiva.

A terceira propriedade talvez seja a mais importante, pois estamos usando o loop invariante
para mostrar a corre¢io. Ela também difere do uso habitual da inducao matematica, em que a
etapa indutiva é usada indefinidamente; aqui, paramos a “indu¢ao” quando o loop termina.

Vamos ver como essas propriedades sio vilidas para ordenacio por insercio:

Inicializacao: Comeg¢amos mostrando que o loop invariante € vilido antes da primeira iteragao
do loop, quando j = 2.! Entio, o subarranjo A[1 .. j— 1] consiste apenas no tGnico elemento
A[1], que € de fato o elemento original em A[1]. Além disso, esse subarranjo € ordenado (de
forma trivial, é claro), e isso mostra que o loop invariante é vilido antes da primeira iteragao
do loop.

* Quando o loop é um loop for, 0 momento em que verificamos o loop invariante imediatamente antes da primeira
iteracao ocorre logo ap6s a atribuigio inicial 2 varidvel do contador de loop e imediatamente antes do primeiro teste
no cabegalho doloop. No caso de INSERTION-SORT, esse instante ocorre ap6s a atribui¢io de 2 A varidvel j, mas antes
do primeiro teste para verificar se j < comprimento[A].



Manutencao: Em seguida, examinamos a segunda propriedade: a demonstragio de que cada
iteracao mantém o loop invariante. Informalmente, o corpo do loop for exterior funciona
deslocando-se A[j— 1], A[j - 2], A[f - 3] e dai por diante uma posi¢io a direita, até ser encon-
trada a posicio adequada para A[f] (linhas 4 a 7), e nesse ponto o valor de A[/] é inserido (li-
nha 8). Um tratamento mais formal da segunda propriedade nos obrigaria a estabelecer e
mostrar um loop invariante para o loop while “interno”. Porém, nesse momento, preferi-
mos nao nos prender a tal formalismo, e assim contamos com nossa andlise informal para
mostrar que a segunda propriedade ¢é vilida para o loop exterior.

Término: Finalmente, examinamos o que ocorre quando o loop termina. No caso da ordenagio
por inser¢io, o loop for externo termina quandoj excede n, isto é, quandoj = n + 1. Substi-
tuindoj porn + 1 no enunciado do loop invariante, temos que o subarranjo A[1 .. n] consis-
te nos elementos originalmente contidos em A[1 .. #}, mas em seqiiéncia ordenada. Contu-
do, o subarranjo A[1 .. n] € o arranjo inteiro! Desse modo, o arranjo inteiro é ordenado, o
que significa que o algoritmo é correto.

Empregaremos esse método de loops invariantes para mostrar a corre¢io mais adiante neste
capitulo e também em outros capitulos.

Convencgoes de pseudocddigo
Utilizaremos as convencoes a seguir em nosso pseudocodigo.

1. Orecuo (ou endentagio) indica uma estrutura de blocos. Por exemplo, o corpo do loop
for que comeca na linha 1 consiste nas linhas 2 a 8, e o corpo do loop while* que comega
nalinha 5 contém as linhas 6 e 7, mas nio a linha 8. Nosso estilo de recuo também se apli-
ca ainstrugoes if-then-else. O uso de recuo em lugar de indicadores convencionais de es-
trutura de blocos, como instrugbes begin e end, reduz bastante a desordem ao mesmo
tempo que preserva, ou até mesmo aumenta, a clareza.?

2. As construcoes de loops while, for e repeat e as construgdes condicionais if, then e else
tém interpretacoes semelhantes is que apresentam em Pascal.> Porém, existe uma dife-
renca sutil com respeito a loops for: em Pascal, o valor da variiavel do contador de loop é
indefinido na saida do loop mas, neste livro, o contador do loop retém seu valor ap6s a sai-
da do loop. Desse modo, logo depois de um loop for, o valor do contador de loop é o va-
lor que primeiro excedeu o limite do loop for. Usamos essa propriedade em nosso argu-
mento de correcio para a ordenacio por insercio. O cabegalho do loop for na linha 1 é
for j « 2 to comprimento[A], e assim, quando esse loop termina, j = comprimento[A] +
1 (ou, de forma equivalente, j = n + 1, pois n = comprimento[A]).

3. O simbolo ‘>” indica que o restante da linha € um comentario.

4. Uma atribui¢ao muiltipla da forma i < j < e atribui as varidveis 7 e j o valor da expressao e;
ela deve ser tratada como equivalente a atribuicdo j < e seguida pela atribuicao 7 < j.

5. Variaveis (como,j e chave) sio locais para o procedimento dado. Nio usaremos varidveis
globais sem indicacio explicita.

2Em linguagens de programagio reais, em geral nio é aconselhdvel usar o recuo sozinho para indicar a estrutura de
blocos, pois 0s niveis de recuo sio dificeis de descobrir quando o cédigo se estende por virias paginas.

3 A maioria das linguagens estruturadas em blocos tem construgdes equivalentes, embora a sintaxe exata possa diferir
da sintaxe de Pascal.

* Manteremos na edicido brasileira os nomes das instrugdes e dos comandos de programacio (destacados em negrito)
em inglés, bem como os titulos dos algoritmos, conforme a edigio original americana, a fim de facilitar o processo de
conversao para uma linguagem de programacio qualquer, caso necessirio. Por exemplo, usaremos while em vez de
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6.

Elementos de arranjos sio acessados especificando-se o nome do arranjo seguido pelo in-
dice entre colchetes. Por exemplo, A[7] indica o i-ésimo elemento do arranjo A. A nota-

G40 “..” € usada para indicar um intervalo de valores dentro de um arranjo. Desse modo,
A[1 .. j] indica o subarranjo de A que consiste nos j elementos A[1], A[2], ..., A[/].

Dados compostos estio organizados tipicamente em objetos, os quais sao constitui-
dos por atributos ou campos. Um determinado campo € acessado usando-se o nome
do campo seguido pelo nome de seu objeto entre colchetes. Por exemplo, tratamos
um arranjo como um objeto com o atributo comprimento indicando quantos elemen-
tos ele contém. Para especificar o nimero de elementos em um arranjo 4, escrevemos
comprimento[A]. Embora sejam utilizados colchetes para indexacio de arranjos e
atributos de objetos, normalmente ficara claro a partir do contexto qual a interpreta-
¢ao pretendida.

Uma varidvel que representa um arranjo ou um objeto € tratada como um ponteiro para
os dados que representam o arranjo ou objeto. Para todos os campos f de um objeto x, a
definicao de y «— x causa f[y] = f]x]. Além disso, se definirmos agora f]x] < 3, entao dai
em diante nao apenas f]x] = 3, mas também f]y] = 3. Em outras palavras, x € y apontarao
para (“serao”) o mesmo objeto apds a atribuigio y « x.

As vezes, um ponteiro nao fara referéncia a nenhum objeto. Nesse caso, daremos a ele o
valor especial NIL.

Parametros sio passados a um procedimento por valor: o procedimento chamado rece-
be sua prépria copia dos parimetros e, se ele atribuir um valor a um parimetro, a mudan-
¢a ndo sera vista pela rotina de chamada. Quando objetos sao passados, o ponteiro para
os dados que representam o objeto é copiado, mas os campos do objeto nio o sao. Por
exemplo, se x é um parimetro de um procedimento chamado, a atribuicio x « y dentro
do procedimento chamado nio sera visivel para o procedimento de chamada. Contudo, a
atribuicio f]x] « 3 sera visivel.

Os operadores booleanos “e” e “ou” sio operadores de curto-circuito. Isto é, quando
avaliamos a expressao “x ey”, avaliamos primeiro x. Se x for avaliado como FALSE, entio a
expressio inteira nao poderi ser avaliada como TRUE, e assim nio avaliaremos . Se, por
outro lado, x for avaliado como TRUE, teremos de avaliar y para determinar o valor da ex-
pressio inteira. De forma semelhante, na expressao “x ou y”, avaliamos a expressao y so-
mente se x for avaliado como FALSE. Os operadores de curto-circuito nos permitem es-
crever expressoes booleanas como “x ... NIL e f[x] = »” sem nos preocuparmos com O
que acontece ao tentarmos avaliar f{x] quando x é NIL.

Exercicios

2.1-1

Usando a Figura 2.2 como modelo, ilustre a operagio de INSERTION-SORT no arranjo A = (31,
41, 59, 26, 41, 58).

2.1-2

Reescreva o procedimento INSERTION-SORT para ordenar em ordem nao crescente, em vez da
ordem nio decrescente.

2.1-3

Considere o problema de pesquisa:

Entrada: Uma seqiiéncia de # nimeros A = {a,, 4, ..., a,) € um valor v.

Saida: Um indice 7 tal que v = A[7] ou o valor especial NIL, se v nio aparecer em A.



Escreva o pseudocddigo para pesquisa linear, que faca a varredura da seqiiéncia, procurando
por v. Usando um loop invariante, prove que seu algoritmo é correto. Certifique-se de que seu
loop invariante satisfaz as trés propriedades necessarias.

2.1-4

Considere o problema de somar dois inteiros binarios de # bits, armazenados em dois arranjos
de n elementos A e B. A soma dos dois inteiros deve ser armazenada em forma bindria em um ar-
ranjo de (n + 1) elementos C. Enuncie o problema de modo formal e escreva o pseudocédigo
para somar os dois inteiros.

2.2 Analise de algoritmos

Analisar um algoritmo significa prever os recursos de que o algoritmo necessitara. Ocasional-
mente, recursos como memoria, largura de banda de comunicagio ou hardware de computador
sao a principal preocupagao, mas com frequiéncia é o tempo de computagio que desejamos me-
dir. Em geral, pela analise de varios algoritmos candidatos para um problema, pode-se identifi-
car facilmente um algoritmo mais eficiente. Essa anilise pode indicar mais de um candidato via-
vel, mas virios algoritmos de qualidade inferior em geral sio descartados no processo.

Antes de podermos analisar um algoritmo, devemos ter um modelo da tecnologia de imple-
mentagao que serd usada, inclusive um modelo dos recursos dessa tecnologia e seus custos. Na
maior parte deste livro, faremos a suposi¢cio de um modelo de computagiao genérico com um
anico processador, a RAM (random-access machine — maquina de acesso aleat6rio), como
nossa tecnologia de implementacio e entenderemos que nossos algoritmos serio implementa-
dos sob a forma de programas de computador. No modelo de RAM, as instrugdes sao executadas
uma apés outra, sem operacoes concorrentes (ou simultaneas). Porém, em capitulos posterio-
res teremos oportunidade de investigar modelos de hardware digital.

No sentido estrito, devemos definir com precisio as instru¢dées do modelo de RAM e seus
custos. Porém, isso seria tedioso e daria pouco percepc¢ao do projeto e da anilise de algoritmos.
Também devemos ter cuidado para nio abusar do modelo de RAM. Por exemplo, e se uma RAM
tivesse uma instruc¢io de ordenagio? Entiao, poderiamos ordenar com apenas uma instrucio.
Tal RAM seria irreal, pois os computadores reais nio tém tais instrugdes. Portanto, nosso guia é o
modo como os computadores reais sio projetados. O modelo de RAM contém instru¢des comu-
mente encontradas em computadores reais: instrugdes aritméticas (soma, subtracio, multipli-
cagio, divisdo, resto, piso, teto), de movimentac¢io de dados (carregar, armazenar, copiar) e de
controle (desvio condicional e incondicional, chamada e retorno de sub-rotinas). Cada uma
dessas instrucdées demora um periodo constante.

Os tipos de dados no modelo de RAM sao inteiros e de ponto flutuante. Embora normalmen-
te N40 nOs preocupemos com a precisao neste livro, em algumas aplicacoes a precisio € crucial.
Também supomos um limite sobre o tamanho de cada palavra de dados. Por exemplo, ao traba-
lharmos com entradas de tamanho 7, em geral supomos que os inteiros sio representados por ¢
lg 7 bits para alguma constante ¢ 2 1. Exigimos ¢ > 1 para que cada palavra possa conter o valor de
n, permitindo-nos indexar os elementos de entradas individuais, e limitamos ¢ a uma constante
para que o tamanho da palavra nio cresga arbitrariamente. (Se o tamanho da palavra pudesse
crescer arbitrariamente, seria possivel armazenar enormes quantidades de dados em uma Gnica
palavra e operar sobre toda ela em tempo constante — claramente um cendrio impraticivel.)

Computadores reais contém instru¢oes nio listadas anteriormente, e tais instrugoes repre-
sentam uma drea cinza no modelo de RAM. Por exemplo, a exponenciagio € uma instrugao de
tempo constante? No caso geral, nio; sio necessdirias varias instrug¢oes para calcular ¥ quando x
€y sdo nameros reais. Porém, em situagoes restritas, a exponencia¢io € uma operagao de tempo
constante. Muitos computadores tém uma instrugao “deslocar a esquerda” que desloca em tem-
po constante os bits de um inteiro & posigoes a esquerda. Na maioria dos computadores, deslo-
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Deslocar os bits & posicoes 2 esquerda é equivalente a multiplicar por 2¥. Portanto, tais computa-
dores podem calcular 2¥ em uma tnica instrugio de tempo constante, deslocando o inteiro 1 &
posigoes a esquerda, desde que & nio seja maior que o nimero de bits em uma palavra de com-
putador. Procuraremos evitar essas dreas cinza no modelo de RAM, mas trataremos a computa-
¢io de 2¥ como uma operagio de tempo constante quando & for um inteiro positivo suficiente-
mente pequeno.

No modelo de RAM, nio tentaremos modelar a hierarquia da memoria que € comum em
computadores contemporineos. Isto é, nio modelaremos caches ou memoria virtual (que € im-
plementada com maior freqiiéncia com paginag¢io por demanda). Virios modelos computacio-
nais tentam levar em conta os efeitos da hierarquia de memoria, que as vezes sao significativos
em programas reais de maquinas reais. Alguns problemas neste livro examinam os efeitos da
hierarquia de memoria mas, em sua maioria, as analises neste livro nio irdo consideri-los.

Os modelos que incluem a hierarquia de memoria sio bem mais complexos que o modelo
de RAM, de forma que pode ser dificil utilizd-los. Além disso, as anilises do modelo de RAM em
geral permitem previsoes excelentes do desempenho em maquinas reais.

Até mesmo a analise de um algoritmo simples no modelo de RAM pode ser um desafio. As
ferramentas matemadticas exigidas podem incluir anilise combinatoéria, teoria das probabilida-
des, destreza em algebra e a capacidade de identificar os termos mais significativos em uma for-
mula. Tendo em vista que o comportamento de um algoritmo pode ser diferente para cada en-
trada possivel, precisamos de um meio para resumir esse comportamento em férmulas simples,
de facil compreensio.

Embora normalmente selecionemos apenas um tinico modelo de mdquina para analisar um
determinado algoritmo, ainda estaremos diante de muitas opgbes na hora de decidir como ex-
pressar nossa andlise. Um objetivo imediato é encontrar um meio de expressao que seja simples
de escrever € manipular, que mostre as caracteristicas importantes de requisitos de recurso de
um algoritmo e que suprima os detalhes tediosos.

Anailise da ordenacao por insercao

O tempo despendido pelo procedimento INSERTION-SORT depende da entrada: a ordenagio
de mil nimeros demora mais que a ordenagao de trés nimeros. Além disso, INSERTION-SORT
pode demorar periodos diferentes para ordenar duas seqiiéncias de entrada do mesmo tama-
nho, dependendo do quanto elas ji estejam ordenadas. Em geral, o tempo de duragio de um al-
goritmo cresce com o tamanho da entrada; assim, € tradicional descrever o tempo de execugio
de um programa como uma fung¢io do tamanho de sua entrada. Para isso, precisamos definir os
termos “tempo de execuciao” e “tamanho da entrada” com mais cuidado.

A melhor nogio de tamanhbo da entrada depende do problema que esta sendo estuda-
do. No caso de muitos problemas, como a ordenacio ou o cdlculo de transformacgodes discretas
de Fourier, a medida mais natural é o numero de itens na entrada — por exemplo, o tamanho
do arranjo 7 para ordenacio. Para muitos outros problemas, como a multiplicacio de dois in-
teiros, a melhor medida do tamanho da entrada é o namero total de bits necessarios para re-
presentar a entrada em notacio bindria comum. As vezes, é mais apropriado descrever o tama-
nho da entrada com doisthimeros em lugar de um. Por exemplo, se a entrada para um algorit-
mo ¢ um grafo, o tamanho da entrada pode ser descrito pelos nimeros de vértices e arestas no
grafo. Indicaremos qual medida de tamanho da entrada esti sendo usada com cada problema
que estudarmos.

O tempo de execucao de um algoritmo em uma determinada entrada é o namero de ope-
racdes primitivas ou “etapas” executadas. E conveniente definir a noc¢io de etapa (ou passo) de
forma que ela seja tio independente da miquina quanto possivel. Por enquanto, vamos adotar a
visao a seguir. Um periodo constante de tempo ¢€ exigido para executar cada linha do nosso pseu-
docddigo. Uma tnica linha pode demorar um periodo diferente de outra linha, mas vamos con-
siderar que cada execuc¢ao da i-ésima linha leva um tempo ¢;, onde ¢; é uma constante. Esse pon-



to de vista estd de acordo com o modelo de RAM, e também reflete 0o modo como o pseudocodi-
go seria implementado na maioria dos computadores reais.*

Na discussao a seguir, nossa expressio para o tempo de execuc¢io de INSERTION-SORT evo-
luirda desde uma férmula confusa que utiliza todos os custos da instrucio c¢; até uma notacao
mais simples, mais concisa e mais facilmente manipulada. Essa notacio mais simples também fa-
cilitara a tarefa de descobrir se um algoritmo ¢ mais eficiente que outro.

Comecaremos apresentando o procedimento INSERTION-SORT com o “custo” de tempo de
cada instrucdo e o namero de vezes que cada instrugio é executada. Paracadaj = 2, 3, ..., n, onde
n = comprimento|A), seja {; 0 nimero de vezes que o teste do loop while na linha 5 € executado
para esse valor de j. Quando um loop for ou while termina da maneira usual (isto €, devido ao tes-
te no cabegalho loop), o teste é executado uma vez além do corpo do loop. Supomos que comen-
tarios nao sao instrugdes executdveis e, portanto, nio demandam nenhum tempo.

INSERTION-SORT(A) custo vezes
1 for j « 2 to comprimento|A] o n
2 do chave « A[j] c, n-1
3 > Inserir A[j] na sequiiéncia
ordenada A[1.7 - 1]. 0 n-1
4 ie—j-1 - c4 n-1
5 while i > 0 e A[i] > chave Cs z =2t
6 do A[i + 1] « A[i] cs Do -1
7 ii-1 ¢y D on( -1
8 Ali + 1] « chave Cg n-1

O tempo de execugio do algoritmo é a soma dos tempos de execucio para cada instru¢ao
executada; uma instrugio que demanda ¢; passos pa(u:a ser executada e é executada n vezes, con-
tribuird com c;z para o tempo de execucio total.’ Para calcular T(n), o tempo de execugio de
INSERTION-SORT, somamos os produtos das colunas custo e vezes, obtendo

T(n)=cn+c,(n-1+c,(n-1)+c; D t; +c, D (¢, —1)
j=2

j=2

+C7i(tj—1) —cg(n-1).

Mesmo para entradas de um dado tamanho, o tempo de execugao de um algoritmo pode de-
pender de qual entrada desse tamanho é dada. Por exemplo, em INSERTION-SORT, o melhor
caso ocorre se 0 arranjo ja esta ordenado. Paracadaj = 2, 3, ..., n, descobrimos entao que A[#] <
chave nalinha 5 quando ¢ tem seu valor inicial j - 1. Portanto, ; = 1 paraj = 2, 3, ..., n, € 0 tempo
de execucio do melhor caso é

e+ cy(n—1) + c4(n-1) + cs(m—1) + cg(n - 1)
(ci1+ ¢ +cs+ce5+cegn—(c; + ¢4+ cs5 + cg).

T(n)

*H4 algumas sutilezas aqui. As etapas computacionais que especificamos em linguagem comum freqilentemente sio
variantes de um procedimento que exige mais que apenas uma quantidade constante de tempo. Por exemplo, mais
adiante neste livro, poderiamos dizer “ordene os pontos pela coordenada x” que, como veremos, demora mais que
uma quantidade constante de tempo. Além disso, observe que uma instrug¢io que chama uma sub-rotina demoraum
tempo constante, embora a sub-rotina, uma vez invocada, possa durar mais. Ou seja, separamos o processo de cha-
mar a sub-rotina — passar parimetros a ela etc. — do processo de executar a sub-rotina.

SEssa caracteristica nio se mantém necessariamente para um recurso como a memaéria. Uma instrugio que referencia

18] 7 palavras de memoria e é executada #n vezes nio consome necessariamente mn palavras de memoria no total.



Esse tempo de execuc¢io pode ser expresso como an + b para constantes a e b que depen-
dem dos custos de instruciao c;; assim, ele é uma funcao linear de n.

Se o arranjo estiver ordenado em ordem inversa — ou seja, em ordem decrescente —, resulta o
pior caso. Devemos comparar cada elemento A[j] com cada elemento do subarranjo ordenado
inteiro, A[1 ..j - 1], e entdo {; = j para 2, 3, ..., n. Observando que

ij-:i(ifﬁ_l
i 2

e

& :n(n—l)
jZ:Z(J h ==

(veremos no Apéndice A como resolver esses somatérios), descobrimos que, no pior caso, o
tempo de execucao de INSERTION-SORT é

I'(n) =c1n+c2(n—1)+c4(n—1)+cs[$”2ﬁ_1j

CG(MJ+C7(£(112;2J+08 (n-1)

2
¢, ¢, ¢ c, ¢, ¢
= 2+ + T nt e, +e,te, +— -6 - T t¢y In
2 2 2 2 2 2
~(c,+c, +C5 +Cy).
—

Esse tempo de execugio no pior caso pode ser expresso como an? + bn + ¢ para constantes
a, b e ¢ que, mais uma vez, dependem dos custos de instrucio c;; portanto, ele é uma funcdao
quadrdtica de n.

Em geral, como na ordenagio por inser¢io, o tempo de execug¢do de um algoritmo é fixo para
uma determinada entrada, embora em capitulos posteriores devamos ver alguns algoritmos “alea-
térios” interessantes, cujo comportamento pode variar até mesmo para uma entrada fixa.

Analise do pior caso e do caso médio

Em nossa andlise da ordenacio por inser¢io, observamos tanto o melhor caso, no qual o arranjo
de entrada ja estava ordenado, quanto o pior caso, no qual o arranjo de entrada estava ordenado
em ordem inversa. Porém, no restante deste livro, em geral nos concentraremos apenas na des-
coberta do tempo de execucdo do pior caso; ou seja, o tempo de execucio mais longo para
qualquer entrada de tamanho n. Apresentaremos trés razoes para e€ssa orientagao.

¢ O tempo de execucao do pior caso de um algoritmo é um limite superior sobre o tempo
de execugao para qualquer entrada. Conhecé-lo nos da uma garantia de que o algoritmo
nunca ird demorar mais tempo. Nao precisamos fazer nenhuma suposi¢ao baseada em fa-
tos sobre o tempo de execugio, e temos a esperancga de que ele nunca seja muito pior.

o Paraalguns algoritmos, o pior caso ocorre com bastante freqiiéncia. Por exemplo, na pes-
quisa de um banco de dados em busca de um determinado fragmento de informacgao, o
pior caso do algoritmo de pesquisa ocorrera freqientemente quando a informagao nao
estiver presente no banco de dados. Em algumas aplicagdes de pesquisa, a busca de infor-
macgoes ausentes pode ser freqiente.
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s Muitas vezes, o0 “caso médio” é quase tio ruim quanto o pior caso. Suponha que sejam es-
colhidos aleatoriamente # nimeros e que se aplique a eles a ordenagao por insergao.
Quanto tempo ird demorar para se descobrir o lugar no subarranjoA[1 .. j— 1] em que se
deve inserir o elemento A[/]? Em média, metade dos elementos em A[1 .. j— 1] sao meno-
res que A[j], e metade dos elementos sao maiores. Assim, em média, verificamos que me-
tade do subarranjo A[1 ..j - 1], e entdo ¢; = j/2. Se desenvolvermos o tempo de execugdo
do caso médio resultante, ele sera uma fungio quadritica do tamanho da entrada, exata-
mente como o tempo de execugio do pior caso.

Em alguns casos particulares, estaremos interessados no tempo de execugio do caso mé-
dio ou esperado de um algoritmo. Contudo, um problema na realizagio de uma anailise do
caso médio é que pode nao ser aparente, o que constitui uma entrada “média” para um determi-
nado problema. Freqiientemente, iremos supor que todas as entradas de um dado tamanho sio
igualmente provaveis. Na pritica, é possivel que essa suposicdo seja violada, mas as vezes pode-
mos utilizar um algoritmo aleatorio, que efetua escolhas ao acaso, a fim de permitir uma ana-
lise probabilistica.

Ordem de crescimento

Usamos algumas abstracdes simplificadoras para facilitar nossa anilise do procedimento
INSERTION-SORT. Primeiro, ignoramos o custo real de cada instrugio, usando as constantes ¢;
para representar esses custos. Em seguida, observamos que até mesmo essas constantes nos ofe-
recem mais detalhes do que realmente necessitamos: o tempo de execuc¢io do pior caso € an® +
bn + ¢ para constantes a, b e ¢ que dependem dos custos de instrucio c¢;. Desse modo, ignora-
mos nao apenas 0s custos reais de instrucio, mas também os custos abstratos c;.

Agora, faremos mais uma abstracio simplificadora. Ea (axa de crescimento, ou ordem de
crescimento, do tempo de execugio que realmente nos interessa. Assim, consideramos apenas
o termo inicial de uma férmula (por exemplo, an?), pois os termos de mais baixa ordem sao rela-
tivamente insignificantes para grandes valores de #. Também ignoramos o coeficiente constante
do termo inicial, tendo em vista que fatores constantes si0 menos significativos que a taxa de
crescimento na determinagao da eficiéncia computacional para grandes entradas. Portanto, es-
crevemos que a ordenagio por inser¢io, por exemplo, tem um tempo de execugao do pior caso
igual a @(n?) (lido como “theta de n a0 quadrado”). Usaremos informalmente neste capitulo a
notagio ®; ela serd definida com precisio no Capitulo 3.

Em geral, consideramos um algoritmo mais eficiente que outro se o tempo de execugio do
seu pior caso apresenta uma ordem de crescimento mais baixa. Essa avaliagido pode ser incorreta
para entradas pequenas; porém, para entradas suficientemente grandes, um algoritmo ©(n%),
por exemplo, serd executado mais rapidamente no pior caso que um algoritmo Om>).

Exercicios

2.2-1
Expresse a funcgio 73/1000 — 100722 — 1007 + 3 em termos da notagio O.

2.2-2

Considere a ordenac¢io de # nimeros armazenados no arranjo A, localizando primeiro o me-
nor elemento de A e permutando esse elemento com o elemento contido em A[1]. Em segui-
da, encontre o segundo menor elemento de A e o troque pelo elemento A[2]. Continue dessa
maneira para os primeiros 7 — 1 elementos de A. Escreva o pseudocddigo para esse algoritmo,
conhecido como ordenacdo por selecdao. Que loop invariante esse algoritmo mantém? Por
que ele so precisa ser executado para os primeiros 7 — 1 elementos, e nio para todos os n ele-
mentos? Forneca os tempos de execugio do melhor caso e do pior caso da ordenacio por sele-

2| §30 em notagao ©.



2.2-3

Considere mais uma vez a pesquisa linear (ver Exercicio 2.1-3). Quantos elementos da sequén-
cia de entrada precisam ser verificados em média, supondo-se que o elemento que estd sendo
procurado tenha a mesma probabilidade de ser qualquer elemento no arranjo? E no pior caso?
Quais sdo os tempos de execug¢iao do caso médio e do pior caso da pesquisa linear em notacao ©?
Justifique suas respostas.

2.2-4
Como podemos modificar praticamente qualquer algoritmo para ter um bom tempo de execu-
¢io no melhor caso?

2.3 Projeto de algoritmos

Existem muitas maneiras de projetar algoritmos. A ordenagio por inser¢ao utiliza uma aborda-
gem incremental: tendo ordenado o subarranjoA[1 .. j— 1], inserimos o elemento isolado A[f]
em seu lugar apropriado, formando o subarranjo ordenado A[1 .. f].

Nesta se¢do, examinaremos uma abordagem de projeto alternativa, conhecida como “dividir e
conquistar”. Usaremos o enfoque de dividir e conquistar para projetar um algoritmo de ordena-
¢a0 cujo tempo de execucio do pior caso € muito menor que o da ordenacio por inser¢io. Uma
vantagem dos algoritmos de dividir e conquistar é que seus tempos de execucio sio freqiiente-
mente ficeis de determinar com a utilizagao de técnicas que serio introduzidas no Capitulo 4.

2.3.1 A abordagem de dividir e conquistar

Muitos algoritmos tteis sio recursivos em sua estrutura: para resolCe_r um dado problema, eles
chamam a si mesmos recursivamente uma ou mais vezes para lidar com subproblemas intima-
mente relacionados. Em geral, esses algoritmos seguem uma abordagem de dividir e conquis-
tar: eles desmembram o problema em virios subproblemas que sio semelhantes ao problema
original, mas menores em tamanho, resolvem os subproblemas recursivamente e depois combi-
nam essas solucoes com o objetivo de criar uma solugao para o problema original.

O paradigma de dividir e conquistar envolve trés passos em cada nivel da recursio:

Dividir o problema em um determinado nimero de subproblemas.

Congquistar os subproblemas, resolvendo-os recursivamente. Porém, se os tamanhos dos sub-
problemas forem pequenos o bastante, basta resolver os subproblemas de maneira direta.

Combinar as solugdes dadas aos subproblemas, a fim de formar a solugao para o problema ori-
ginal.

O algoritmo de ordenacado por intercalacdo a seguir obedece ao paradigma de dividir e con-
quistar. Intuitivamente, ele opera do modo ilustrado a seguir.

Dividir: Divide a seqii€éncia de »n elementos a serem ordenados em duas subseqiiéncias de 7/2
elementos cada uma.

Conquistar: Classifica as duas subsequéncias recursivamente, utilizando a ordenacio por inter-
calagio.

Combinar: Faz a intercalagio das duas seqiiéncias ordenadas, de modo a produzir a resposta
ordenada.

Arecursido “nido funciona” quando a seqiiéncia a ser ordenada tem comprimento 1, pois nes-
se caso nao ha nenhum trabalho a ser feito, tendo em vista que toda seqiiéncia de comprimento
1 ja esta ordenada.



A operacio chave do algoritmo de ordenacgio por intercalacao € a intercalagio de duas se-
giiéncias ordenadas, no passo de “combinag¢io”. Para executar a intercalacio, usamos um proce-
dimento auxiliar MERGE(A, p, g, r), onde A é um arranjo e p, g e r sio indices de enumeracao dos
elementos do arranjo, tais que p <g < r. O procedimento pressupoe que os subarranjosA[p .. q]
eAlg + 1..r] estao em seqiiéncia ordenada. Ele os intercala (ou mescla) para formar um Uni-
co subarranjo ordenado que substitui o subarranjo atual A[p .. r].

Nosso procedimento MERGE leva o tempo ®(n), onde # = r-p + 1 é o nimero de elemen-
tos que estao sendo intercalados, e funciona como a seguir. Retornando ao nosso exemplo de
motivacio do jogo de cartas, vamos supor que temos duas pilhas de cartas com a face para cima
sobre uma mesa. Cada pilha esta ordenada, com as cartas de menor valor em cima. Desejamos
juntar as duas pilhas (fazendo a intercalagao) em uma tnica pilha de saida ordenada, que ficard
com a face para baixo na mesa. Nosso passo basico consiste em escolher a menor das duas cartas
superiores nas duas pilhas viradas para cima, remové-la de sua pilha (o0 que ird expor uma nova
carta superior) e colocar essa carta com a face voltada para baixo sobre a pilha de saida. Repeti-
mos esse passo até uma pilha de entrada se esvaziar e, nesse momento, simplesmente pegamos
a pilha de entrada restante e a colocamos virada para baixo sobre a pilha de saida. Em termos
computacionais, cada passo bisico demanda um tempo constante, pois estamos verificando
apenas duas cartas superiores. Tendo em vista que executamos no maximo 7 passos basicos, a
intercalacio demorard um tempo O(7).

O pseudocddigo a seguir implementa a idéia anterior, mas tem uma alteragao adicional que
evita a necessidade de verificar se uma das pilhas estd vazia em cada etapa bisica. A idéia é colo-
car na parte inferior de cada pilha uma carta sentinela, que contém um valor especial que em-
pregamos para simplificar nosso c6digo. Aqui, usamos « como valor de sentinela de forma que,
sempre que uma carta com o for exposta, ela nio podera ser a carta menor, a menos que ambas
as pilhas tenham suas cartas sentinela expostas. Porém, uma vez que isso acontecer, todas as car-
tas que nao sio sentinelas ja terdo sido colocadas sobre a pilha de saida. Como sabemos com an-
tecedéncia que exatamente r —p + 1 cartas serio colocadas sobre a pilha de saida, podemos pa-
rar apos a execugao dessas muitas etapas basicas.

MERGE(4, P, q, 1)
1l n¢<qg-p+1
2n,¢r—gq
3 criar arranjos L[1..ny + 1] e R[1..n, + 1]
4 fori« 1lton, '
5 do L[i] « A[p +i-1]
6 forj<« 1ton,
7 do R[j] < A[q + j]
8 Lin; + 1]«
9 Rn, + 1] <«

10 71«1

11 j«1

12 fork<«ptor

13 do if L[i] < R}j]

14 then Ajk] « L[]
15 i—i+1
16 else A[k] < RI[j]

17 Jejt+1
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FIGURA 2.3 A operac¢do das linhas 10 a 17 na chamada MERGE(4, 9, 12, 16) quando o subarranjo
A[9 .. 16] contém a seqiiéncia (2, 4, 5, 7, 1, 2, 3, 6). Depois de copiar e inserir sentinelas, o arranjo L con-
tém (2, 4, 5, 7, o), e o arranjo R contém (1, 2, 3, 6, ). Posi¢cOes levemente sombreadas em A contém seus
valores finais , e posigdes levemente sombreadas em L e R contém valores que ainda tém de ser copiados
de volta em A. Juntas, as posi¢des levemente sombreadas sempre incluem os valores contidos original-
mente emA [9 .. 16], além das duas sentinelas. Posigoes fortemente sombreadas em A contém valores que
serdo copiados, e posicoes fortemente sombreadas em L e R contém valores que ji foram copiados de vol-
taem A. (a)-(h) Os arranjos A, L e R e seus respectivos indices &, #, e j antes de cada iteragio do loop das li-
nhas 12 a 17. (i) Os arranjos e indices no final. Nesse momento, o subarranjo emA[9 .. 16] estd ordenado,
e as duas sentinelas em L e R sdo os dois Unicos elementos nesses arranjos que nao foram copiados em A

Em detalhes, o procedimento MERGE funciona da maneira ilustrada a seguir. A linha 1 calcu-
la o comprimento n,; do subarranjo A[p .. q], e alinha 2 calcula o comprimento n, do subarranjo
A[q + 1..r]. Criamos os arranjos L e R (de “left” e “right”, ou “direita” e “esquerda” em inglés) de
comprimentos 7; + 1 e n, + 1, respectivamente, na linha 3. O loop for das linhas 4 € 5 copia o



subarranjoA[p ..q] em L[1 .. n,], e o loop for das linhas 6 e 7 copia o subarranjoA[g + 1 ..r] em
R[1..n,]. Aslinhas 8 e 9 colocam as sentinelas nas extremidades dos arranjos L e R. Aslinhas 10 a
17, ilustradas na Figura 2.3, executam as r — p + 1 etapas bdsicas, mantendo o loop invariante a
seguir:

No inicio de cada iteracio do loop for daslinhas 12a 17, o subarranjoA[p .. k— 1] contém
osk-pmenores elementosde L[1..7, + 1] eR[1..n, + 1], em seqiiéncia ordenada.

Além disso, L{#] € R[j] sao os menores elementos de seus arranjos que nao foram copiados
de volta em A.

Devemos mostrar que esse loop invariante é vilido antes da primeira iteragiao do loop for
das linhas 12 a 17, que cada iteragio do loop mantém o invariante, e que o invariante fornece
uma propriedade qutil para mostrar a corre¢io quando o loop termina.

Inicializacao: Antes da primeira iteracio do loop, temos & = p, de forma que o subarranjoA[p ..
k — 1] esta vazio. Esse subarranjo vazio contém os £ — p = 0 menores elementosde Le R e,
desde que 7 = j = 1, tanto L[#] quanto R[j] sio os menores elementos de seus arranjos que
nio foram copiados de volta em A.

Manutencao: Para ver que cada iteragio mantém o loop invariante, vamos supor primeiro que
L[] £R[j]. Entdo L[] é 0 menor elemento ainda nio copiado de voltaem A. Como A[p .. k-
1] contém os & — p menores elementos, depois da linha 14 copiar L[7] em A[&], o subarranjo
A[p .. k] contera os k- p + 1 menores elementos. O incremento de & (na atualiza¢iao do loop
for) e de i (nalinha 15) restabelece o loop invariante para a préoxima iteragao. Se, em vez dis-
so, L[] > R[j], entdo as linhas 16 e 17 executam a agio apropriada para manter o loop inva-
riante.

Término: No término, £ = r + 1. Pelo loop invariante, o subarranjo A[p .. k- 1], que € A[p .. r],
contémosk—p =r—p + 1 menores elementosde L[1..n, + 1]eR[1..n, + 1] em seqiiéncia
ordenada. Os arranjos L e R contém juntos n; + n, + 2 = r—p + 3 elementos. Todos os ele-
mentos, exceto os dois maiores, foram copiados de volta em A, e esses dois maiores elemen-
tos sao as sentinelas.

Para ver que o procedimento MERGE ¢ executado no tempo ®(n), onden =r—-p + 1, obser-
ve que cada uma das linhas 1a 3 e 8 a 11 demora um tempo constante, que os loops for das li-
nhas 4 a2 7 demoram o tempo O(12, + n,) = O(n),% e que ha n iteracdes do loop for das linhas 12 a
17, cada uma demorando um tempo constante.

Agora podemos usar o procedimento MERGE como uma sub-rotina no algoritmo de ordena-
¢ao por intercalagio. O procedimento MERGE-SORT(A, p, r) ordena os elementos do subarran-
joA[p .. r]. Se p 2 r, o subarranjo tem no miximo um elemento e, portanto, ja esta ordenado.
Caso contririo, a etapa de divisio simplesmente calcula um indice g que particiona A[p .. r] em
dois subarranjos: A[p .. g], contendo [ /2] elementos, eA[g + 1..7], contendo | 7/2 ] elementos.”

MERGE-SORT(, p, r)
1ifp<r

2 theng « |_(p + r)/2_]

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 MERGE-SORT(@, g + 1, 7)
5 MERGE(, p, g, )

6 Veremos no Capitulo 3 como interpretar formalmente equagdes contendo notagio ©.
7 A expressio rx denota o menor inteiro maior que ou igual ax, e xJ denota o maior inteiro menor que ou igual a x.
Essas notagoes sdo definidas no Capitulo 3. O caminho mais facil para verificar que definir g como (p + r)/2_ produz
ossubarranjosA[p ..q] eA[g + 1..r] de tamanhos |_n/2 e |_n/2 _], respectivamente, é examinar 0s quatro casos que sur-
em dependendo do fato de cada valor de p e r ser impar ou par.
%] 8 P p p



Para ordenar a seqiéncia A = (A[1], A[2], ..., A[n]) inteira, efetuamos a chamada inicial
MERGE-SORT(A, 1, comprimento[A]), onde, mais uma vez, comprimento[A] = n. A Figura 2.4
ilustra a operacio do procedimento de baixo para cima quando # é uma poténcia de 2. O algorit-
mo consiste em intercalar pares de seqiiéncias de um item para formar sequiéncias ordenadas de
comprimento 2, intercalar pares de seqiiéncias de comprimento 2 para formar seqiiéncias orde-
nadas de comprimento 4 e assim por diante, até duas seqiiéncias de comprimento n/2 serem in-
tercaladas para formar a seqiiéncia ordenada final de comprimento 7.

2.3.2 Analise de algoritmos de dividir e conquistar

Quando um algoritmo contém uma chamada recursiva a si proprio, seu tempo de execugio fre-
qliientemente pode ser descrito por uma equacdo de recorréncia ou recorréncia, que des-
creve o tempo de execugio global sobre um problema de tamanho # em termos do tempo de
execucio sobre entradas menores. Entao, podemos usar ferramentas matematicas para resolver
a recorréncia e estabelecer limites sobre o desempenho do algoritmo.

seqiiéncia ordenada

/ intercalar \

4 5 1] k. 2 3.

/ ntercalar intercalar

4]

4ercal 4erca§ intercalar /ntercal

1 B & OB O B B[

seqiiéncia inicial

.1
t'Q
.h
‘\l
w
‘\)

FIGURA 2.4 A operacio de ordenacio por intercalagio sobre o arranjoA = (5, 2, 4, 7, 1, 3, 2, 6). Os com-
primentos das seqiiéncias ordenadas que estio sendo intercaladas aumentam com a progressio do algo-
ritmo da parte inferior até a parte superior

Uma recorréncia para o tempo de execucio de um algoritmo de dividir e conquistar se baseia
nos trés passos do paradigma basico. Como antes, consideramos 7(z) o tempo de execugio so-
bre um problema de tamanho 7. Se o tamanho do problema for pequeno o bastante, digamos n
< ¢ para alguma constante ¢, a solugio direta demorari um tempo constante, que considerare-
mos O(1). Vamos supor que o problema seja dividido em a subproblemas, cada um dos quais
com 1/b do tamanho do problema original. (No caso da ordenagao por intercalagio, tanto g
quanto b sio iguais a 2, mas veremos muitos algoritmos de dividir e conquistar nos quaisa... b.)
Se levarmos o tempo D (n) para dividir o problema em subproblemas e o tempo C(7) para com-
binar as solugoes dadas aos subproblemas na solugiao para o problema original, obteremos a re-
corréncia

T(n) = {@(1) sen <c,

al(n/b)+D(n)+C(n) em caso contririo.

No Capitulo 4, veremos como resolver recorréncias comuns dessa maneira.



Analise da ordenacao por intercalacao

Embora o pseudocddigo para MERGE-SORT funcione corretamente quando o nimero de ele-
mentos nao € par, nossa andlise baseada na recorréncia serd simplificada se fizermos a suposi¢io
de que o tamanho do problema original é uma poténcia de dois. Entdo, cada passo de dividir
produzira duas subsequéncias de tamanho exatamente 7/2. No Capitulo 4, veremos que essa
premissa nao afeta a ordem de crescimento da solugdo para a recorréncia.

Apresentaremos em seguida nossas razdes para configurar a recorréncia correspondente a
7(n), o tempo de execugio do pior caso da ordenagao por intercala¢io sobre # nimeros. A orde-
nagao por intercalagao sobre um unico elemento demora um tempo constante. Quando temos
n > 1 elementos, desmembramos o tempo de execuc¢ao do modo explicado a seguir.

Dividir: A etapa de dividir simplesmente calcula o ponto médio do subarranjo, o que demora
um tempo constante. Portanto, D(n) = ©(1).

Conquistar: Resolvemos recursivamente dois subproblemas; cada um tem o tamanho n/2 e
contribui com 27(n/2) para o tempo de execucio.

Combinar: Ja observamos que o procedimento MERGE em um subarranjo de n elementos leva
o tempo O(rn); assim, C(n) = O(n).

Quando somamos as fungdes D(n) e C(n) para a anilise da ordenacio por intercalagio, esta-
mos somando uma funcgio que é ®(n) a uma fungio que € ©(1). Essa soma é uma fungio linear
de n, ou seja, ©(n). A adigao dessa funcio ao termo 27(n/2) da etapa de “conquistar” fornece a
recorréncia para o tempo de execucio do pior caso T(7) da ordenacio por intercalacao:

) sen =1,
T(n)= (2.1)
2T (n/2)+ ©(n) sen>1.

No Capitulo 4, mostraremos o “teorema mestre”, que podemos utilizar para demonstrar
que I'(n) € ©(nlgn), onde Ig n significa log, n. Para entradas suficientemente grandes, a ordena-
¢ao por intercalacao, com seu tempo de execucio O(n lg »), supera a ordenagio por insercao,
cujo tempo de execug¢io é O(n%), no pior caso.

Nao precisamos do teorema mestre para entender intuitivamente por que a solugio para a
recorréncia (2.1) é T(n) = O(n lIg n). Vamos reescrever a recorréncia (2.1) como

c sen=1,
T(n) =

2.2)
2T(n/2)+cn sen>1.

onde a constante ¢ representa o tempo exigido para resolver problemas de tamanho 1, como
também o tempo por elemento do arranjo para as etapas de dividir e combinar.®

AFigura 2.5 mostra como podemos resolver a recorréncia (2.2). Por conveniéncia, supomos que 7
é uma poténcia exata de 2. A parte (a) da figura mostra 7(»2) que, na parte (b), foi expandida em
uma drvore equivalente representando a recorréncia. O termo cn € a raiz (o custo no nivel superi-
or da recursio), e as duas subarvores da raiz sio as duas recorréncias menores 7(r/2). A parte (c)
mostra esse processo levado uma etapa adiante pela expansio de 7T(7/2). O custo para cada um
dos dois subnds no segundo nivel de recursao € cn/2. Continuamos a expandir cada né na drvore,
desmembrando-o em suas partes constituintes como determina a recorréncia, até os tamanhos de
problemas se reduzirem a 1, cada qual com o custo c. A parte (d) mostra a drvore resultante.

8 £ improvavel que a mesma constante represente exatamente o tempo para resolver problemas de tamanho 1 e tam-

bém o tempo por elemento do arranjo para as etapas de dividir e combinar. Podemos contornar esse problema per-

mitindo que ¢ seja o maior desses tempos e reconhecendo que nossa recorréncia fornece um limite superior sobre o

tempo de execucio, ou permitindo a ¢ ser o menor desses tempos e reconhecendo que nossa recorréncia fornece um

limite inferior sobre o tempo de execugio. Ambos os limites serdo estabelecidos sobre a ordem de # Ig # e, tomados
24| juntos, corresponderio ao tempo de execucio O(x Ig n).
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FIGURA 2.5 A constru¢io de uma drvore de recursido para a recorréncia T(1)=27(n/2) + cn. A parte (a)
mostra T(n), que é progressivamente expandido em (b)—(d) para formar a arvore de recursao. A arvore
completamente expandida da parte (d) tem Ig# + 1 niveis (isto é, tem altura g 7, como indicamos), e cada
nivel contribui com o custo total ¢z. Entao, o custo total é cn lg n + cn, que é O(n lg n)

Em seguida, somamos 0s custos através de cada nivel da drvore. O nivel superior tem o custo
total cnz, o proximo nivel abaixo tem custo total c(12/2) + c(1/2) = cn, o nivel ap6s esse tem custo
total c(n/4) + c(n/4) + c(n/4) + c(n/4) = cn e assim por diante. Em geral, o nivel 7 abaixo do topo
tem 2’ n6s, cada qual contribuindo com um custo ¢(72/2%), de forma que o i-ésimo nivel abaixo do
topo tem custo total 2¢ c(n/2%) = cn.

No nivel inferior existem 7 nds, cada um contribuindo com um custo ¢, para um custo total cxn.

O nuamero total de niveis da “arvore de recursao” da Figura 2.5 é g n + 1. Esse fato ¢ facil-
mente visto por um argumento indutivo informal. O caso bisico ocorre quando # = 1, e nesse
caso sO hi um nivel. Como lg 1 = 0, temos que lg # + 1 fornece o namero correto de niveis.

Agora suponha, como uma hipétese indutiva, que o namero de niveis de uma arvore de re-
cursio para 2° nés sejalg 2! + 1 =i + 1 (pois, para qualquer valor de 7, temos Ig 2! = 7). Como es-
tamos supondo que o tamanho da entrada original € uma poténcia de 2, o tamanho da préxima
entrada a considerar é 2°*1. Uma drvore com 2?*1 nés tem um nivel a mais em relagio a uma irvo-
re de 2’ nés, e entdo o niimero total de niveis é (¢ + 1) + 1 = Ig 2i*! + 1.



Para calcular o custo total representado pela recorréncia (2.2), simplesmente somamos os
custos de todos os niveis. Hi lg # + 1 niveis, cada um com o custo ¢z, o que nos dd o custo total
cn (Ign + 1) = cnlgn + cn. Ignorando o termo de baixa ordem e a constante ¢, obtemos o resul-
tado desejado, O(n Ig n).

Exercicios

2.3-1
Usando a Figura 2.4 como modelo, ilustre a operacio de ordenacao por intercalacao sobre o ar-
ranjo A = (3, 41, 52, 26, 38, 57, 9, 49).

2.3-2

Reescreva o procedimento MERGE de modo que ele nio utilize sentinelas e, em vez disso, se in-
terrompa depois que o arranjo L ou R tiver todos os seus elementos copiados de volta para A, e
entio copie o restante do outro arranjo de volta em A.

2.3-3
Use inducao matemdtica para mostrar que, quando » é uma poténcia exata de 2, a solugao dare-
corréncia

2 sen =2
T(n) = P
2T(n/2)+n sen>2", parak>1
é€T(n) =nlgn.

2.3-4

A ordenagio por inser¢ao pode ser expressa sob a forma de um procedimento recursivo como a
seguir. Para ordenar A[1 .. n], ordenamos recursivamente A[1 .. # — 1] e depois inserimos A[#]
no arranjo ordenado A[1 .. n — 1]. Escreva uma recorréncia para o tempo de execucio dessa ver-
sdo recursiva da ordenagio por inser¢ao.

2.3-5

Voltando ao problema da pesquisa (ver Exercicio 2.1-3) observe que, se a seqii€éncia A estiver or-
denada, poderemos comparar o ponto médio da seqii€ncia com v e eliminar metade da seqiién-
cia de consideragio posterior. A pesquisa bindria é um algoritmo que repete esse procedi-
mento, dividindo ao meio o tamanho da porg¢io restante da seqiiéncia a cada vez. Escreva
pseudocédigo, sendo ele iterativo ou recursivo, para pesquisa bindria. Demonstre que o tempo
de execucio do pior caso da pesquisa bindria é ©(lg n).

2.3-6

Observe que o loop while das linhas 5 a 7 do procedimento INSERTION-SORT na Sec¢ao 2.1 uti-
liza uma pesquisa linear para varrer (no sentido inverso) o subarranjo ordenado A[1 ..j - 1]. Po-
demos usar em vez disso uma pesquisa bindria (ver Exercicio 2.3-5) para melhorar o tempo de
execucio global do pior caso da ordenagio por insercao para O(n lg n)?

2.3-7 *
Descreva um algoritmo de tempo @ (72 1g #) que, dado um conjunto § de n inteiros e outro inteiro
x, determine se existem ou ndo dois elementos em S cuja soma seja exatamente x.



Problemas

2-1Ordenacado por insercao sobre arranjos pequenos na ordenacdo por intercalacdo
Embora a ordenacio por intercalacio funcione no tempo de pior caso ©(7 Ig n) e a ordenagao
por inser¢do funcione no tempo de pior caso ©(7?), os fatores constantes na ordenagio por in-
sercio a tornam mais ripida para n pequeno. Assim, faz sentido usar a ordenacao por inser¢ao
dentro da ordenacio por intercalagao quando os subproblemas se tornam suficientemente pe-
quenos. Considere uma modificagio na ordenagio por intercalacio, na qual n/k sublistas de
comprimento k& sio ordenadas usando-se a ordenagio por insergio, e depois intercaladas com o
uso do mecanismo padrio de intercalagao, onde k& € um valor a ser determinado.

a. Mostre que as n/k sublistas, cada uma de comprimento &, podem ser ordenadas através da
ordenagio por inser¢io no tempo de pior caso O (nk).

b. Mostre que as sublistas podem ser intercaladas no tempo de pior caso @(n Ig(n/k)).

¢. Dado que o algoritmo modificado é executado no tempo de pior caso O(nk + n lg(n/k)),
qual é o maior valor assintético (notagao ®) de £ como uma fungio de n para a qual o algorit-
mo modificado tem o mesmo tempo de execugio assintdtico que a ordenagao por intercala-
¢ao padrao?

d. Como k deve ser escolhido na pratica?

2-2 Correcdo do bubblesort
O bubblesort é um algoritmo de ordenagao popular. Ele funciona permutando repetidamente
elementos adjacentes que estio fora de ordem.

BUBBLESORT(A)

1 for i « 1 to comprimento|A]

2 do for j « comprimento|A] downto i + 1
3 doifA[j] < A[j- 1]

4 then trocar A[j] & A[j - 1]

a. Seja A’ um valor que denota a saida de BUBBLESORT(A). Para provar que BUBBLESORT é
correto, precisamos provar que ele termina e que

A'[11<A'[2]<---<A'[n], - (2.3)

onde n = comprimento[A]. O que mais deve ser provado para mostrar que BUBBLESORT
realmente realiza a ordenacgio?

As duas proximas partes provarao a desigualdade (2.3).

b. Enuncie com precisio um loop invariante para o loop for das linhas 2 a 4 e prove que esse
loop invariante € vilido. Sua prova deve usar a estrutura da prova do loop invariante apre-
sentada neste capitulo.

c. Usando a condig¢ao de término do loop invariante demonstrado na parte (b), enuncie um
loop invariante para o loop for das linhas 1 a 4 que lhe permita provar a desigualdade
(2.3). Sua prova deve empregar a estrutura da prova do loop invariante apresentada neste
capitulo.

d. Qual é o tempo de execugao do pior caso de bubblesort? Como ele se compara ao tempo de
execug¢ao da ordenagao por insergao?



2-3 Correcao da regra de Horner
O fragmento de c6digo a seguir implementa a regra de Horner para avaliar um polinOmio

Pix) = Zakxk
k=0

ag + x(a; + x(a, +--- +x@@, 4, +xa,) ")),

dados os coeficientes ay, a4, ..., a, € um valor para x:

1 y<0

2ien

3 while7>0

4 doyea;,+x-y
5 iei-1

a. Qualé otempo de execucio assintdtico desse fragmento de c6digo para a regra de Horner?

b. Escreva pseudocédigo para implementar o algoritmo ingénuo de avaliagiao polinomial que
calcula cada termo do polinémio desde o inicio. Qual é o tempo de execugio desse algorit-
mo? Como ele se compara a regra de Horner?

c. Prove que a expressao a seguir é um loop invariante para o loop while das linhas 3 a 5.

No inicio de cada iteragao do loop while das linhas 3 a 5,

n—-(i+1) &

Y= Ayyi1X
k=0

Interprete um somato6rio sem termos como igual a 0. Sua prova deve seguir a estrutura
da prova do loop invariante apresentada neste capitulo e deve mostrar que, no térmi-

no,y = a,x*

k=0
d. Concluademonstrando que o fragmento de cédigo dado avalia corretamente um polinémio
caracterizado pelos coeficientes ay, 4y, ..., a,.

2-4 Inversoes
SejaA[1..n] um arranjo de n nimeros distintos. Se 7 < je A[#] > A[j], entdo o par (7, f) é chamado
uma inversao de A.

a. Liste as cinco inversdes do arranjo (2, 3, 8, 6, 1).

b. Qual arranjo com elementos do conjunto {1, 2, ..., 7} tem o nimero maximo de inversoes?
Quantas inversoes ele tem?

¢. Qual é o relacionamento entre o tempo de execuc¢io da ordenagio por insercao e o nimero
de inversdes no arranjo de entrada? Justifique sua resposta.

d. Dé um algoritmo que determine o namero de inversées em qualquer permutagio sobre n
elementos no tempo do pior caso de O(n Ig n). (Sugestdo: modifique a ordenagao por inter-
calacao.)



Notas do capitulo

Em 1968, Knuth publicou o primeiro de trés volumes com o titulo geral The Art of Computer
Programming [182, 183, 185]. O primeiro volume iniciou o estudo moderno de algoritmos de
computador com um foco na analise do tempo de execucao, e a série inteira continua a ser uma
referéncia valiosa e interessante para muitos dos topicos apresentados aqui. De acordo com
Knuth, a palavra “algoritmo” é derivada do nome “al-Khowiarizmi”, um matemadtico persa do sé-
culo IX.

Aho, Hopcroft e Ullman [5] defenderam a andlise assintética dos algoritmos como um meio
de comparar o desempenho relativo. Eles também popularizaram o uso de relagées de recor-
réncia para descrever os tempos de execucio de algoritmos recursivos.

Knuth [185] oferece um tratamento enciclopédico de muitos algoritmos de ordenag¢io. Sua
comparacio dos algoritmos de ordenacio (pigina 381) inclui andlises exatas de contagem de
passos, como a que realizamos aqui para a ordenagao por inserg¢ao. A discussio por Knuth da or-
denacao por insercio engloba diversas variagoes do algoritmo. A mais importante delas é a orde-
nagao de Shell, introduzida por D. L. Shell, que utiliza a ordenag¢io por inser¢ao sobre subse-
quiéncias periddicas da entrada para produzir um algoritmo de ordenacio mais rapido.

A ordenacao por intercalagio também € descrita por Knuth. Ele menciona que um intercala-
dor mecanico capaz de mesclar dois decks de cartdes perfurados em uma tinica passagem foi in-
ventado em 1938. J. von Neumann, um dos pioneiros da informitica, aparentemente escreveu
um programa para fazer a ordenacio por intercalagio no computador EDVAC em 1945.

A primeira referéncia a demonstragio de programas corretos € descrita por Gries [133], que
credita a P. Naur o primeiro artigo nesse campo. Gries atribui loops invariantes a R. W. Floyd. O
livro-texto de Mitchell [222] descreve o progresso mais recente na demonstragio de programas
corretos.



Capitulo 3

Crescimento de fungoes

A ordem de crescimento do tempo de execucao de um algoritmo, definida no Capitulo 2, forne-
ce uma caracterizacio simples da eficiéncia do algoritmo, € também nos permite comparar o de-
sempenho relativo de algoritmos alternativos. Uma vez que o tamanho da entrada 7 se torna
grande o suficiente, a ordenagio por intercalacio, com seu tempo de execucao do pior caso @(n
Ig n), vence a ordenacio por inser¢do, cujo tempo de execugio do pior caso é @(#?). Embora as
vezes seja possivel determinar o tempo exato de execucio de um algoritmo, como fizemos no
caso da ordenacao por inser¢ao no Capitulo 2, a precisdo extra em geral nao vale o esforgo de
calcula-la. Para entradas grandes o bastante, as constantes multiplicativas e os termos de mais
baixa ordem de um tempo de execugio exato sio dominados pelos efeitos do préprio tamanho
da entrada.

Quando observamos tamanhos de entrada grandes o suficiente para tornar relevante apenas
a ordem de crescimento do tempo de execucio, estamos estudando a eficiéncia assintética
dos algoritmos. Ou seja, estamos preocupados com a maneira como o tempo de execugao de
um algoritmo aumenta com o tamanho da entrada no limite, a medida que o tamanho da entra-
da aumenta indefinidamente (sem limitacio). Em geral, um algoritmo que € assintoticamente
mais eficiente serd a melhor escolha para todas as entradas, exceto as muito pequenas.

Este capitulo oferece varios métodos padriao para simplificar a analise assint6tica de algorit-
mos. A proxima se¢ao comeca definindo diversos tipos de “notacao assintética”, da qual ja vimos
um exemplo na notagio ®. Virias convencoes de notagio usadas em todo este livro serdo entao
apresentadas, e finalmente faremos uma revisio do comportamento de fungdes que surgem co-
mumente na andlise de algoritmos.

3.1 Notacao assintotica

As notagOes que usamos para descrever o tempo de execugio assintdtica de um algoritmo sao
definidas em termos de funcdes cujos dominios sio o conjunto dos nimeros naturais N = {0, 1,
2, ...}. Tais notagbes sio convenientes para descrever a funcao do tempo de execucio do pior
caso T(n), que em geral é definida somente sobre tamanhos de entrada inteiros. Contudo, as ve-
zes é conveniente abusar da notagio assintética de varias maneiras. Por exemplo, a notacao € es-
tendida com facilidade aoc dominio dos numeros reais ou, de modo alternativo, limitado a um
subconjunto dos nimeros naturais. Porém, é importante entender o significado preciso da no-
tacao para que, quando houver um abuso em seu uso, ela nao seja mal utilizada. Esta secao de-
3 fine as notacdes assintéticas basicas e também apresenta alguns abusos comuns.



Notacao ©

No Capitulo 2, descobrimos que o tempo de execucio do pior caso da ordenacao por insercao é
T(n) = ©(n?). Vamos definir o que significa essa notacdo. Para uma dada funcio g(n), denota-
mos por 0©(g(n)) o conjunto de funcoes

O(g(n)) = {f(n) : existem constantes positivas ¢4, ¢, € 1, tais que
0 < ¢1,8(n) < f(n) < c,g(n) para todo n = ny} .t

Uma fungio f(n) pertence ao conjunto ©(g(n)) se existem constantes positivas ¢, € ¢, tais
que ela possa ser “imprensada” entre ¢,2(n) e ¢c,g(n), para um valor de # suficientemente gran-
de. Como ©(g(n)) ¢ um conjunto, poderiamos escrever “f(n) € @(g(n))” para indicar que f(n) é
um membro de (ou pertence a) ©(g(n)). Em vez disso, em geral escreveremos “f(n) = ©(g#))”
para expressar a mesma noc¢ao. Esse abuso da igualdade para denotar a condi¢ao de membro de
um conjunto (pertinéncia) pode a principio parecer confuso, mas veremos adiante nesta se¢ao
que ele tem suas vantagens.

A Figura 3.1(a) apresenta um quadro intuitivo das fungoes f(7) e g(n), onde f(n) = O(g@)).
Para todos os valores de » a direita de n,, o valor de f(n) reside em c,g2(») ou acima dele, e em
¢,8(n) ou abaixo desse valor. Em outras palavras, para todo n > 7, a fungio f(») € igual a g(n) den-
tro de um fator constante. Dizemos que g(n) € um limite assintoticamente restrito paraf(n).

A defini¢ao de ©(g(n)) exige que todo membro f(n) € O©(g(n)) seja assintoticamente nao
negativo, isto é, que f(n) seja nio negativo sempre que # for suficientemente grande. (Uma fun-
cdo assintoticamente positiva ¢ uma funcio positiva para todo # suficientemente grande.)
Em conseqti€ncia disso, a prépria funcdo g(n) deve ser assintoticamente nao negativa, ou entao
o conjunto ®(g(n)) € vazio. Por essa razao, vamos supor que toda fung¢io usada dentro da nota-
¢ao O € assintoticamente nio negativa. Essa premissa também se mantém para as outras nota-
¢oOes assintoticas definidas neste capitulo.

No Capitulo 2, introduzimos uma no¢io informal da notagio ® que consistia em descartar
os termos de mais baixa ordem e ignorar o coeficiente inicial do termo de mais alta ordem. Va-
mos justificar brevemente essa intuigio, usando a definigao formal para mostrar que 12 -3n =
@(n?). Para isso, devemos definir constantes positivas ¢y, ¢, € 1, tais que

1
c,n’ < =n*-3n<c,n’
2
para todo 7 > n,,. A divisio por n* produz

c, <

3
=~ <c,.
n

N | =

A desigualdade do lado direito pode ser considerada valida para qualquer valor de n > 1, esco-
thendo-se c¢; > 1/2. Do mesmo modo, a desigualdade da esquerda pode ser considerada vilida
para qualquer valor de n > 7, escolhendo-se ¢; < 1/14. Assim, escolhendo ¢; = 1/14, ¢, = 12 en,
= 7, podemos verificar que %nz - 3n = O(n?%). Certamente, existem outras op¢oes para as cons-
tantes, mas o fato importante € que existe alguma opgao. Observe que essas constantes depen-
dem da funcao %nz - 3n; uma fungio diferente pertencente a ®(n%) normalmente exigiria cons-
tantes distintas.

! Na notagio de conjuntos, um sinal de dois-pontos deve ser lido como “tal que”.
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FIGURA 3.1 Exemplos grificos das notagées O, O e Q. Em cada parte, o valor de 7, mostrado € o valor
minimo possivel; qualquer valor maior também funcionaria. (a) A notacio © limita uma fun¢io ao inter-
valo entre fatores constantes. Escrevemos f(n) = ®(g(n)) se existem constantes positivas #,, ¢, € ¢, tais
que, adireita de n,, o valor de f(n) sempre reside entre ¢, g(n) e ¢,g(n) inclusive. (b) Anotacio O ddum li-
mite superior para uma fung¢io dentro de um fator constante. Escrevemos f(n) = O(g(n)) se existem
constantes positivas 7, e ¢ tais que, a direita de n,, o valor de f(») sempre reside em ou abaixo de cg(n).
(¢) Anotagio ) dd um limite inferior para uma fungao dentro de um fator constante. Escrevemos f(#) =
Q(g(n)) se existem constantes positivas #0 e ¢ tais que, a direita de n,, o valor de f(n) sempre reside em
ou acima de cg(n)

Também podemos usar a definicio formal para verificar que 6n3 # @(n?). Vamos supor,
atitulo de contradicio, que existam c, e n, tais que 613 < c,n, para todo n > n,. Mas ention
<¢,/6, 0 que nao pode ser vilido para um valor de » arbitrariamente grande, pois c; € cons-
tante.

Intuitivamente, os termos de mais baixa ordem de uma func¢ao assintoticamente positiva po-
dem ser ignorados na determinacao de limites assintoticamente restritos, porque eles sao insig-
nificantes para grandes valores de 7. Uma minuscula fracao do termo de mais alta ordem é sufi-
ciente para dominar os termos de mais baixa ordem. Desse modo, a defini¢ao de ¢, com um va-
lor ligeiramente menor que o coeficiente do termo de mais alta ordem e a definicao de ¢, com
um valor ligeiramente maior permite que as desigualdades na defini¢ao da notacio © sejam sa-
tisfeitas. O coeficiente do termo de mais alta ordem pode do mesmo modo ser ignorado, pois ele
s6 muda c1 e ¢, por um fator constante igual ao coeficiente.

Como exemplo, considere qualquer fungio quadraticaf(n) = an® + bn + c,onde a, b e csio
constantes € @ > 0. Descartando os termos de mais baixa ordem e ignorando a constante, produ-
zimos f(n) = ©(n?). Formalmente, para mostrar a mesma coisa, tomamos as constantes ¢, = @/4,
¢, = 7a/deny = 2.max((|b|/a),/(|c|/a)). Oleitor poderai verificar que 0 < c,n? <an? + bn + c<
c,n? paratodo n > n. Em geral, para qualquer polinémio p(n) = Z:’:O a,n’, onde a,;sio constan-
tes e ay > 0, temos p(n) = ®(n?) (ver Problema 3-1).

Tendo em vista que qualquer constante é um polindmio de grau 0, podemos expressar
qualquer funcio constante como @ (%), ou ®(1). Porém, essa ultima nota¢io é um abuso se-
cundirio, porque nio estd claro qual varidvel estd tendendo a infinito.? Usaremos com fre-
quéncia a notagao @(1) para indicar uma constante ou uma fung¢io constante em relagio a al-
guma variavel.

2 0 probiema real é que nossa notagio comum para fungdes nio distingue fungdes de valores. No cdlculo del, ospa-
rAmetros para uma fungio estiio claramente especificados: a fungio n? poderia ser escrita como An.#2, ou até mesmo
Ar.2. Porém, a adogio de uma notacio mais rigorosa complicaria manipulacdes algébricas, e assim optamos por tole-
rar o abuso.



Notacao O

A notagao @ limita assintoticamente uma fun¢io acima e abaixo. Quando temos apenas um limi-
te assintotico superior, usamos a notacio O. Para uma dada funcio g(»n), denotamos por
0(g(n)) (é-se “O maiusculo de gde n” ou, as vezes, apenas “o de g de #»”) o conjunto de funcoes

O(g(n)) = {f(n) : existem constantes positivas ¢ e 7, tais que
0 < f(n) < cg(n) para todo n > ny}.

Usamos a notacdo O para dar um limite superior sobre uma func¢io, dentro de um fator cons-
tante. A Figura 3.1(b) mostra a intuicio por tris da notaciao O. Para todos os valores » a direita de
ng, o valor da funcao f(n) esta em ou abaixo de g(n).

Para indicar que uma funciao f(n) é um membro de O(g(n)), escrevemos f(n) = O(gn)).
Observe que f(n) = O(g(»)) implica f(n) = O(g(n)), pois a nota¢ao ® é¢ uma no¢io mais forte que
a notagao O. Em termos da teoria de conjuntos, temos @(g(n)) € O(g(n)). Desse modo, nossa
prova de que qualquer funcio quadratica an? + bn + ¢, onde a > 0, estd em © (n?) também mos-
tra que qualquer funcio quadritica esti em O(n?). O que pode ser mais surpreendente € o fato
de que qualquer funcio linear an + b esti em O(n?), o que é facilmente verificado fazendo-se ¢
=a+ |bleny=1.

Alguns leitores que viram antes a nota¢io O podem achar estranho que devamos escre-
ver, por exemplo, n = O(n?). Na literatura, a notacio O é usada as vezes de modo informal
para descrever limites assintoticamente restritos, ou seja, o que definimos usando a notagao
©. Contudo, neste livro, quando escrevermos f(n) = O(g(n)), estamos simplesmente afir-
mando que algum multiplo constante de g(n) € um limite assintdtico superior sobre f(n),
sem qualquer mengio sobre o quanto um limite superior € restrito. A distingao entre limites
assintoticos superiores e limites assintoticamente restritos agora se tornou padrio na litera-
tura de algoritmos.

Usando a notacdo O, podemos descrever freqiientemente o tempo de execugao de um algo-
ritmo apenas inspecionando a estrutura global do algoritmo. Por exemplo, a estrutura de loop
duplamente aninhado do algoritmo de ordenacio por insergio vista no Capitulo 2 produz ime-
diatamente um limite superior O(n?) sobre o tempo de execucio do pior caso: o custo do loop
interno ¢ limitado na parte superior por O(1) (constante), os indices i € j saio ambos no maximo
n, e o loop interno é executado no mdximo uma vez para cada um dos n2 pares de valores corres-
pondentes aiej.

Tendo em vista que a notacio O descreve um limite superior, quando a empregamos para li-
mitar o tempo de execugiao do pior caso de um algoritmo, temos um limite sobre o tempo de
execugio do algoritmo em cada entrada. Desse modo, o limite O(#%) no tempo de execugio do
pior caso da ordenacio por inser¢ao também se aplica a seu tempo de execucao sobre toda en-
trada. Porém, o limite ®(72) no tempo de execucio do pior caso da ordenacio por inser¢io nio
implica um limite ®(n%) no tempo de execugio da ordenagio por inser¢io em toda entrada. Por
exemplo, vimos no Capitulo 2 que, quando a entrada ji esta ordenada, a ordenagio por insercao
funciona no tempo O (n).

Tecnicamente, € um abuso dizer que o tempo de execugio da ordenagio por insercio €
O(n?), pois, para um dado 7, o tempo de execucio real varia, dependendo da entrada especifica
de tamanho 7. Quando afirmamos que “o tempo de execugio é O(#%)”, queremos dizer que
existe uma fungio f(n) que é O(n?) tal que, para qualquer valor de 7, nio importando que entra-
da especifica de tamanho 7 seja escolhida, o tempo de execugio sobre essa entrada tem um limi-
te superior determinado pelo valor f(z). De modo equivalente, dizemos que o tempo de execu-
¢do do pior caso é O(n?).



Notacao Q

Da mesma maneira que a notagio O fornece um limite assintdtico superior sobre uma funcao, a
notagio Q fornece um limite assintotico inferior. Para uma determinada fung¢io g(n), denota-
mos por Q(g(n)) (lé-se “Omega maiasculo de g de n” ou, as vezes, “6mega de g de n”) o conjunto
de fungoes

Q(g(n)) = {f(n) : existem constantes positivas ¢ € n, tais que
0 < cg(n) < f(n) para todo n > n,}.

A intuic¢ao por tras da notacao Q é mostrada na Figura 3.1(c). Para todos os valores n a direita
de ng, o valor de f(n) estd em ou acima de g(n).

A partir das defini¢oes das notacoes assintdticas que vimos até agora, € ficil demonstrar o im-
portante teorema a seguir (ver Exercicio 3.1-5).

Teorema 3.1
Para duas fungdes quaisquer f(rn) e g(r), temos f(r) = ©(g(n)) se e somente se f(n) = Og(n)) €
fin) = QEm). .

Como exemplo de aplicacio desse teorema, nossa demonstragio de que an? + bn + ¢ =
©(n?) para quaisquer constantes @, b e ¢, onde @ > 0, implica imediatamente que an’ + bn + ¢ =
Q(n?) e an? + bn + ¢ = O(n?). Na pritica, em lugar de usar o Teorema 3.1 para obter limites as-
sintéticos superiores e inferiores a partir de limites assintoticamente restritos, como fizemos
nesse exemplo, nés o utilizamos normalmente para demonstrar limites assintoticamente restri-
tos a partir de limites assintéticos superiores e inferiores.

Considerando-se que a notagio Q descreve um limite inferior, quando a usamos para limitar
o tempo de execucio do melhor caso de um algoritmo, por implicacio também limitamos o
tempo de execucio do algoritmo sobre entradas arbitririas. Por exemplo, o tempo de execugao
no melhor caso da ordenacio por insercio é Q(n), o que implica que o tempo de execucio da
ordenacio por insercio é Q2(#n).

Assim, o tempo de execucio da ordenacio por insercio recai entre Q(n) e O(n?), pois ele
fica em qualquer lugar entre uma fungio linear de # € uma fun¢io quadritica de n. Além disso,
esses limites sao assintoticamente tao restritos quanto possivel: por exemplo, o tempo de execu-
¢io da ordenacio por insercio nio é Q(n?), pois existe uma entrada para a qual a ordenagio por
inser¢ao é executada no tempo ®(n) (por exemplo, quando a entrada ji estd ordenada). Contu-
do, nio é contraditério dizer que o tempo de execugio do pior caso da ordenagdo por inser¢ao
é Q(n?), tendo em vista que existe uma entrada que faz o algoritmo demorar o tempo Qn?).
Quando afirmamos que o tempo de execugdo (sem modificador) de um algoritmo € Q(g(n)),
queremos dizer que, independentemente da entrada especifica de tamanbo n escolbida para
cada valor de n, o tempo de execucido sobre essa entrada é pelo menos uma constante vezes
g(n), para um valor de » suficientemente grande.

Notacao assintotica em equacoes e desigualdades

J4 vimos como a notacio assintéGtica pode ser usada dentro de férmulas matematicas. Por exem-
plo, na introducio da notacio O, escrevemos “n = O(n?)” . Também poderiamos escrever 2n° +
3n + 1 = 2n? + ©(n). Como interpretaremos tais formulas?

Quando a notacio assintética estd sozinha no lado direito de uma equagio (ou desigualda-
de), como em n = O(n?), ja definimos o sinal de igualdade como simbolo de pertinéncia a um
conjunto: n € O(n?). Porém, em geral, quando a notagio assintética aparecer em uma férmula,

3% nés a interpretaremos com o significado de alguma fungdo andnima que nio nos preocupare-



mos em nomear. Por exemplo, a formula 272 + 3n + 1 = 2n? + O(n) significa que 2n% + 3n + 1
= 2n? + f(n), onde f(n) é alguma funcio no conjunto O(n). Nesse caso, f(n) = 3n + 1, que de
fato estd em I (n).

O uso da notagao assintotica dessa maneira pode ajudar a eliminar detalhes nio essenciais e
adesordem em uma equagio. Por exemplo, expressamos no Capitulo 2 o tempo de execugio do
pior caso da ordenacio por intercalacio como a recorréncia

T(n) = 2T(n/2) + O(n).

Se estivermos interessados apenas no comportamento assintético de 7(n), nio havera senti-
do em especificar exatamente todos os termos de mais baixa ordem; todos eles serio considera-
dos incluidos na fun¢io andnima denotada pelo termo O(n).

O numero de fungbes anOnimas em uma expressao é entendido como igual ao nimero de
vezes que a notagao assintdtica aparece. Por exemplo, na expressao

20(1‘).

existe apenas uma unica fungio anénima (uma fungio de 7). Portanto, essa expressio ndo é o
mesmo que O(1) + O(2) + --- + O(n) que, na realidade, nao tem uma interpretagio clara.

Em alguns casos, a notagao assintética aparece no lado esquerdo de uma equagio, como em
2n? + O(n) = O(1?)

Interpretamos tais equagoes usando a seguinte regra: Independentemente de como as fun-
¢oOes andnimas sdo escolbidas no lado esquerdo do sinal de igualdade, existe um modo de es-
colber as funcées andénimas no lado direito do sinal de igualdade para tornar a equacdo vdli-
da.Desse modo, o significado de nosso exemplo é que, para qualquer fungao f(n) € O(n), existe
alguma fungiog(n) € O(n?), tal que 2n? + f(n) = g(n) para todo n. Em outras palavras, o lado di-
reito de uma equacio fornece um nivel mais grosseiro de detalhes que o lado esquerdo.

Virios desses relacionamentos podem ser encadeados, como em

2n® + 3n + 1 =2n% + On)
=0n?.

Podemos interpretar cada equagio separadamente pela regra anterior. A primeira equacao
diz que existe alguma fungio f(n) € O(n) tal que 272 + 3n + 1 = 2n? + f(n) paratodo 7. A segun-
da equagao afirma que, para qualquer fungiao g(n) € ®(n) (como a fungio f(n) que acabamos de
mencionar), existe alguma fungio b(n) € O(n?) tal que 2n? + g(n) = h(n) para todo n. Observe
que essa interpretacio implica que 2n2 + 3n + 1 = ®(#?), que é aquilo que o encadeamento de
equagoes nos fornece intuitivamente.

Notacao o

O limite assintdtico superior fornecido pela notagio O pode ser ou nio assintoticamente restri-
to. O limite 2n? = O(n?) é assintoticamente restrito, mas o limite 27 = O(n?) ndo o é. Usamos a
notagao o para denotar um limite superior que nio € assintoticamente restrito. Definimos for-
malmente o(g(n)) (1é-se “o minasculo de g de #”) como o conjunto '



o(g(n)) = {f(n): para qualquer constante positiva ¢ > 0, existe uma constante
ny > 0 tal que 0 < f(n) < cg(n) paratodo n > n,} .

Por exemplo, 2n = o(n?), mas 2n? # o(n?).

As defini¢oes da notaciao O e da notacao o sio semelhantes. A principal diferenca é que em
f(n) = O(g(n)), o limite 0 < f(n) < cg(n) se mantém valido para alguma constante ¢ > 0 mas, em
f(n) = o(g(n)), o limite 0 <f(n) < cg(n) é vilido para todas as constantes ¢ > 0. Intuitivamente,
na notagao o, a fungio f(n) se torna insignificante em relacio a g(n) a medida que » se aproxima
do infinito; isto é,

limZ-" =0. (3.1

Alguns autores usam esse limite como uma definicio da notagio o; a definicao neste livro
também restringe as fungdes andnimas a serem assintoticamente nio negativas.

Notacao w

Por analogia, a notagio o estd para a notaciao (2 como a notagio o estd para a notagio O. Usamos
a notacao w para denotar um limite inferior que nio ¢ assintoticamente restrito. Um modo de
defini-la é

f(n) € w(g(n)) se e somente se g(n) € o(f(n)) .

Porém, formalmente, definimos w(g(n)) (1é-se “6mega minusculo de g de »”) como o con-
junto

w(g(n)) = {f(n) : para qualquer constante positiva ¢ > 0, existe uma constante
ngy > 0 tal que 0 < cg(n) < f(n) para todo n > ny}.

Por exemplo, n%/2 = w(n), mas n%/2 # w(n?). A relagio f(n) = w(g(n)) implica que

lim S _
" g(n)

se o limite existe. Isto é, f(72) se torna arbitrariamente grande em relacio ag(n) amedida que n se
aproxima do infinito.

Comparacao de fungoes

Muitas das propriedades relacionais de nimeros reais também se aplicam a comparacoes assin-
toticas. No caso das propriedades seguintes, suponha que f(n) e g(n) sejam assintoticamente
positivas.

Transitividade:

f(n) = 6@g@®)
f(n) = Ogm)
Sf) = Q@Em))
Sf(m) = o@g(m))
Sf(m) = 0@m)

gn) = O(h@®)) implicam  f(n) = O(h(n)),
gm) = O(b(n))  implicam  f(n) = O(h(n)),
gm) = Qbm) implicam  f(n) = Qbn)),
g(n) = o(h(n)) implicam  f(n) = o(b(n)),
gn) = wbh@n)) implicam f(n) = wb(n)).

o0 o000



Reflexividade:

f(n) = 6(f(n))
fm) = O(f(n))
) = Q(f()

Simetria:

f(n) = ©(g(n)) se e somente se g(n) = O(f(n))

Simetria de transposicao:

f(n) = O(g(n)) se e somente se g(n) = Q(f(n))
f(n) = o(g(n)) se e somente se g(n) = w(f(n))

Pelo fato dessas propriedades se manterem validas para notagdes assintoticas, é possivel tra-
¢ar uma analogia entre a.comparacio assintética de duas funcoes f e g e a comparacio de dois
nameros reais a € b:

fn) = O@gm) as< b,
fm) = QEm) az b,
f) = 6@gm) a=b,
Sf(n) = o@g()) =~ a<b,
fn) = wg®) =~ a>b

Dizemos que f(n) é assintoticamente menor que g(n) se f(n) = o(g(n)), e que f(n) é assin-
toticamente maior que g(n) se f(n) = w(g#)).
Contudo, uma propriedade de niimeros reais nao é transportada para a notagio assintotica:

Tricotomia: Para dois nameros reais quaisquer a € b, exatamente uma das propriedades a se-
guir deve ser vilida: a < b,a =boua > b.

Embora dois nimeros reais quaisquer possam ser comparados, nem todas as fungoes sao as-
sintoticamente comparaveis. Ou seja, para duas fungoes f(n) e g(n), pode acontecer que nem
f(n) = O(g(n)), nem f(n) = Q(g(n)) seja vilida. Por exemplo, as funcdes n e n! * 5°” nio podem
ser comparadas utilizando-se a notacio assintética, pois o valor do expoente em n! * " oscila
entre 0 e 2, assumindo todos os valores intermediarios.

Exercicios

3.1-1

Sejam f(n) e g(n) fungdes assintoticamente nio negativas. Usando a defini¢io basica da notagio
©, prove que max(f(n), g(m)) = O(f(n) + g(n)).

3.1-2

Mostre que, para quaisquer constantes reais @ e b, onde b > 0,

n + a)? =0mb) . (3.2)

3.1-3
Explique por que a declaragio “O tempo de execugio no algoritmo A é no minimo O(72)” é isen-

ta de significado. 39



3.1-4
E verdade que 2”1 = O(2")? E verdade que 22" = O(2")?

3.1-5

Demonstre o Teorema 3.1.

3.1-6
Prove que o tempo de execucao de um algoritmo € ®(g(n)) se e somente se seu tempo de execu-
¢io do pior caso é O(g(n)) e seu tempo de execucio do melthor caso é Q(g(n)).

3.1-7
Prove que o(g(n)) N w(g(n)) é o conjunto vazio.

3.1-8

Podemos estender nossa notagio ao caso de dois parimetros 7z € m que podem tender a infinito
independentemente a taxas distintas. Para uma dada fungao g(n, m), denotamos por O(g(n, m))
o conjunto de funcoes

O(g(n, m)) = {f(n, m) : existem constantes positivas ¢, 1, e m,
tais que 0 < f(n, m) < cg(n, m)
para todo n > nge m > my} .

Fornega defini¢oes correspondentes para Q(g(n, m)) e ©(g(n, m)).

3.2 Notacoes padrao e funcées comuns

Esta sec¢ao revé algumas fungoes e notagdes matematicas padrio e explora os relacionamentos
entre elas. A se¢ido também ilustra o uso das notacdes assintdticas.

Monotonicidade

Uma fungao f(n) é monotonicamente crescente (ou monotonamente crescente) se m <n
implica f(m) < f(n). De modo semelhante, ela é monotonicamente decrescente (ou monoto-
namente decrescente) se m <nimplica f(m) 2 f(n). Uma funcio f(n) é estritamente crescen-
te se m < n implica f(m) < f(n) e estritamente decrescente se m < n implica f(m) > f(n).

Pisos e tetos

Para qualquer nimero real x, denotamos o maior inteiro menor que ou igual ax por L (lé-se “o

piso de x”) e 0 menor inteiro maior que ou igual ax por [x](1&-se “o teto de x”). Para todo x real,

x-1<|axl<x<xl<x+1. (3.3)
Para qualquer inteiro 7,

[n2l+ne2l=n

¢, para qualquer nimero real # > 0 ¢ inteiros a, b > 0,

Mnalb] = [nabl, CX))

1) lLn/albl = Lnab], (3.5)



[ab] < (@+ @ -1)0, (3.6)
lab]l < (@-@®-1)b. (3.7)

A funcio piso f(x) = x| é monotonicamente crescente, como também a funcio teto fx) =

[x]

Aritmética modular

Para qualquer inteiro a e qualquer inteiro positivo z, o valor @ mod #n é o resto (ou residuo) do
quociente a/n:

amodn =a-lamln. ' ‘ (3.8

Dada uma noc¢do bem definida do resto da divisio de um inteiro por outro, € conveniente
fornecer uma notagao especial para indicar a igualdade de restos. Se (@ mod n) = (b mod n), es-
crevemos a =b (mod n) e dizemos que a é equivalente ab ,modulo n. Em outras palavras,a=b
(mod n) se a e b tém o mesmo resto quando divididos por #. De modo equivalente, 2 = b (mod
n) se e somente se 7 ¢ um divisor de b —a. Escrevemos a £b (mod 7n) se a nao é equivalente a b,
modulo 7.

Polinomios

Dado um inteiro nao negativo d, um polinémio em n de grau d é uma funciao p(n) da forma
¢ i
p(my=> an',
i=0

onde as constantes &, 4y, ..., 4 S0 0s coeficientes do polindmio e ¢, +# 0. Um polindmio € as-
sintoticamente positivo se € somente se @,; > 0. No caso de um polindmio assintoticamente po-
sitivo p(n) de grau d, temos p(n) = ©(n%). Para qualquer constante real @ > 0, a fungio n* é mo-
notonicamente crescente, € para qualquer constante real ¢ <0, a fun¢io n“ € monotonicamente
decrescente. Dizemos que uma funcio f(n) é polinomialmente limitada se f(n) = O(n¥) para
alguma constante k.

Exponenciais

Para todos os valores a # 0, m e n reais, temos as seguintes identidades:

(am)n = g"",
(@)” = @)”,

a’a® =



Paratodon e a > 1, a fungio a” é monotonicamente crescente em 7. Quando conveniente,
consideraremos 0° = 1.

As taxas de crescimento de polinémios e exponenciais podem ser relacionadas pelo fato a
seguir. Para todas as constantes reais @ e b taisque a > 1,

b

im2 =o, (3.9

n—ox a”

da qual podemos concluir que
n? = o(a") .

Portanto, qualquer fung¢io eprnencial com uma base estritamente maior que 1 cresce mais
rapidamente que qualquer funcio polinomial.

Usando e para denotar 2,71828 ..., a base da fun¢io logaritmo natural, temos para todo x
real,

2 3 ® i
e’ =1+x+.x_+x_+ =Z_x__’ (310)
21 3! io !

onde “!” denota a func¢ao fatorial, definida mais adiante nesta se¢ao. Para todo x real, temos a de-
sigualdade

21+ x, | (3.11)

onde a igualdade se mantém vilida somente quando x = 0. Quando |x| < 1, temos a aproxima-
cao

1+x<e*<1+x+x°. (3.12)
Quando x — 0, a aproximacao de ¢* por 1 + x é bastante boa:
eE=1+x+0u>.

(Nessa equagio, a notagao assintdtica é usada para descrever o comportamento de limite
como x — 0 em lugar de x — «©.) Temos, para todo x,

1m{1+£) et (3.13)

n—ow n

Logaritmos

Utilizaremos as seguintes notagoes:

Ign = log, n (logaritmo binario),
Inn log, n (logaritmo natural),
gk n (g n)* (exponenciagio),
42| Iglgn = lg(gn) (composi¢io).



Uma importante convenciao notacional que adotaremos € que as funcgoes logaritmicas se
aplicardo apenas ao proximo termo na formula; assim, g n + k significara (Ign) + ke naolg(n
+ k). Se mantivermos b > 1 constante, entdo para n > 0, a fun¢io log, n seri estritamente cres-
cente.

Paratodoa > 0,b > 0,¢c > 0 e n real,

a=b'*" , (3-14)
log.(ab) = log.a + log. b ,

log, a"™ = nlog, a,

log, a = log a ,
log, b
log,(1/a) = -log, a , (3.15)
log a= #
’ log, b
alog,,c = Clog,,a ,

onde, em cada equacio anterior, as bases de logaritmos nido sdo iguais a 1.

Pela equacgao (3.14), a mudancga da base de um logaritmo de uma constante para outra so al-
tera o valor do logaritmo por um fator constante, e assim usaremos com freqiiéncia a notagio
“lg n” quando nio nos importarmos com fatores constantes, como na notac¢ao O. Os cientistas
da computagao consideram 2 a base mais natural para logaritmos, porque muitos algoritmos e
estruturas de dados envolvem a divisio de um problema em duas partes.

Existe uma expansio de série simples para In(1 + x) quando |x| < 1:

2 3 4 5
X

In(1+x) —x-X XX X
2 3 5

Também temos as seguintes desigualdades para x > -1:

Sln(l+x)<x, (3.16)
1+x

onde a igualdade € valida somente parax = 0.

Dizemos que uma fungio f(n) é polilogaritmicamente limitada se f(n) = O(Igf n) para al-
guma constante £. Podemos relacionar o crescimento de polinémios e polilogaritmos substi-
tuindo # por Ig n e a por 2% na equagiao (3.9), resultando em:

b
lim 8" _lim -0.

now (2”)13” n—ow  gaé

A partir desse limite, podemos concluir que
Igt n = o(n%)

para qualquer constante @ > 0. Desse modo, qualquer func¢iao polinomial positiva cresce mais
rapidamente que qualquer funcao polilogaritmica.



Fatoriais

A notagao n! (1é-se “n fatorial”) ¢ definida para inteiros 7 > 0 como

‘ {1 sen=0,
n!=

n-(n-1)! sen>0.
Entio,n! =1:-2-3---n

Um limite superior fraco na fungio fatorial é n! <#”, pois cada um dos » termos no produto
do fatorial é no maximo n. A aproximacao de Stirling,

n'=x/27t—n[§j£1+®(-’1;j} (3.17)

onde ¢ é a base do logaritmo natural, nos dd um limite superior mais restrito, e um limite inferior
também. Pode-se demonstrar que (consulte o Exercicio 3.2-3)

n! = o(n"), ' (3.18)
n! = w(2"),
Ig(n) = O lgn),

onde a aproximacio de Stirling € til na demonstragio da equagao (3.18). A equacgao a seguir
também ¢ vilida para todo n > 1:

ot =Zrm (gjnew (3.19)

onde

<a,< —1— . (3.20)
12n+1 12n

Iteracao funcional

Usamos a notacio f)(n) para denotar a funcio f(n) aplicada iterativamente 7 vezes a um valor
inicial n». Formalmente, seja f(z) uma fun¢ao sobre os reais. Para inteiros nao negativos #, defini-
mos recursivamente:

sei=0,

(i)
ST m = {f(f(’ Y(n)) sei>0.

Por exemplo, se f(n) = 2n, entio f(n) = 2'n.

A funcao logaritmo repetido

Usamos a notagio Ig* n (1€-se “log asterisco de n”) para denotar o logaritmo repetido, que é defi-
nido como a seguir. Seja lg® n definida da maneira anterior, com f(n) g 7. Como o logaritmo de
um nimero nio positivo € indefinido, 1g® n s6 é definido se Igé~ n > 0. Certifique-se de distin-
guir Ig? # (a fungio logaritmo aplicada i vezes em sucessio, comegando com o argumento #) de
lg’ n (o logaritmo de n elevado 2 i-ésima poténcia). A fun¢io logaritmo repetido é definida como

wllg*n=min{i20:1g9n<1}.



O logaritmo repetido é uma funcio que cresce muito lentamente:

g2 =1,
lg¥4 =2,
Ig* 16 = 3,
Ig* 65536 = 4,

lg* (265536) =5,

Tendo em vista que o niimero de 4tomos no universo visivel é estimado em cerca 10%°, que é

muito menor que 2°°53¢ raramente encontraremos uma entrada de tamanho # tal que Ig* 7 > 5.

Numeros de Fibonacci

Os nitmeros de Fibonacci sio definidos pela seguinte recorréncia:

Fy=0, (3.21)
Fl =1 ’
F,=F; 1+ F;, parai=>2.

Portanto, cada niimero de Fibonacci é a soma dos dois nameros anteriores, produzindo a se-
quéncia

0,1,1,23,5,8, 13, 21, 34, 55, ... .

Os numeros de Fibonacci estio relacionados com a razdo durea ¢ € a seu conjugado ¢, que
sao dados pelas seguintes férmulas:

_1+45

" (3.22)
=1,61803... , '
p=1
2
=-0,61803... .
Especificamente, temos
o9 -0 (3.23)

que pode ser demonstrada por inducio (Exercicio 3.2-6). Como |<2> | < 1, temos
|¢]/+/5<1/4/5<1/2 ,de modo que o i-ésimo nimero de Fibonacci F; é iguala¢’ /+/5 arredon-
dado para o inteiro mais proximo. Desse modo, os numeros de Fibonacci crescem exponencial-
mente.



Exercicios

3.2-1

Mostre que, se f(n) e g(n) sio fungdes monotonicamente crescentes, entao também o sio as fun-
coes f(n) + g(n) e f(g(n)), e se f(n) e g(n) sao além disso nao negativas, entao f(n) -g(n) ¢ mono-
tonicamente crescente.

3.2-2
Prove a equacao (3.15).

3.2-3

Prove a equacido (3.18). Prove também que 7! = w(2") e que n! = o(n™).

3.2-4 *
A fungio[1g n ! é polinomialmente limitada? A funcio [ 1g Ig nlé polinomialmente limitada?

3.2-5 *
Qual ¢é assintoticamente maior: lg(lg* »n) ou Ig* (Ig n)?

3.2-6
Prove por inducio que o i-ésimo numero de Fibonacci satisfaz a igualdade

onde ¢ € a razdo durea € ¢ € seu conjugado.

3.2-7
Prove que, para i > 0, o (i + 2)-ésimo nimero de Fibonacci satisfaza F, , > ¢’.

i+2 —

Problemas

3-1 Comportamento assintotico de polinémios
Seja

d .
p(ny=> an',
i=0

onde a, > 0, um polindmio de grau d em 7, e seja k uma constante. Use as defini¢oes das nota-
¢oHes assintdticas para provar as propriedades a seguir.

a. Sek>d entiop(n) = O@®).
b. Sek<d entiopn) = Q@n").
c. Sek=d, entiop(n) = O@5).
d. Sek>d entiop(n) = on").
e. Sek<d entiop(n) = w#.

3-2 Crescimentos assintoticos relativos
Indique, para cada par de expressoes (A, B) na tabela a seguir, se A € O, 0, Q, w ou © de B. Supo-
nhaquek >1, € > 0ec > 1530 constantes. Sua resposta deve estar na forma da tabela, com
“sim” ou “nio0” escrito em cada retingulo.



n* I
C. / n nsin n
d 2 2
e nlg c Clg n

S lgn) lg(n")

3-3 Ordenacao por taxas de crescimento assintéticas

a. Ordene as fungoes a seguir por ordem de crescimento; ou seja, encontre um arranjo g,, g5,
.., &30das fungbes que satisfazem a g, = Q(g,), 82 = Q(g3), ..., 829 = 2(g3() - Particione sua lis-
ta em classes de equivaléncia tais que f(»n) e g(n) estejam na mesma classe se e somente se

f(n) = 0@gm).

1g(lg* n) 2lg*n (~V2)&" n? n! (Ig n)!
()" n3® Ig?n Ig(nh) 27 nllsn

Inlnn lg* n n.2" nlslsr Inn 1

2len (Ig n)'&” e” 487 n+ 1! Ign

lg*(lg n) 27" n 2n nlign 22n+1

b. D€ um exemplo de uma tinica fun¢io nio negativa f(n) tal que, para todas as funcoes g;(n) da
parte (a), f(n) nio seja nem O(g,(n)), nem Q(g;(n)).

3-4 Propriedades da notacdo assintética
Sejam f(n) e g(n) fungdes assintoticamente positivas. Prove ou conteste cada uma das seguintes
conjecturas.

a. f(n) = O(g(n)) implica g(n) = O(f(n)).
b. f(n) + g(n) = O(min(f(n), g(n))).

c. f(n) = O@g(n)) implicalg(f(n)) = O(Ig(g(n))), onde lg(g(n)) > 1 ef(n) > 1 para todo # sufi-
cientemente grande.

d. f(n) = O(g(n)) implica 2/ = O(28™).
e. f(n) = O((f(m))?.

J- f(n) = O@g(n)) implica g(n) = Qf(n)).
8- f(n) = O(f(n/2)).

b. f(n) + o(f(n)) = B(f(n)).

47
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3-5 Variacoes sobre O e Q2

Alguns autores definem Q de um modo ligeiramente diferente do modo como nés definimos;
vamos usar O (Ié-se “Omega infinito”) para essa definicio alternativa. Dizemos que f(n) =
fol(g(n)) se existe uma constante positiva c tal que f(n) > cg(n) 2 0 para infinitamente muitos intei-
ros 7.

a. Mostre que, para duas fungoes quaisquer f(n) e g(n) que sao assintoticamente nao negativas,
fn) = O@g(m)ou f(n) = QQg(n)) ou ambas, enquanto isso nao é verdade se usamos Q2 em lu-
gar de Q.

a0
b. Descreva as vantagens e as desvantagens potenciais de se usar () em vez de (2 para caracteri-
zar os tempos de execucdao de programas.

Alguns autores também definem O de um modo ligeiramente diferente; vamos usar O’ paraa
definicio alternativa. Dizemos que f(n) = O'(g(n)) se e somente se |[f(n)| = OE(™)).

¢. O que acontece para cada sentido de “se e somente se” no Teorema 3.1 se substituirmos O
por O, mas ainda usarmos €2?

Alguns autores definem O (1é-se “‘0’ suave”) para indicar O com fatores logaritmicos ignorados:

o (g®) = {f(n) : existem constantes positivas c, k e n, tais que
0 < f(n) < cg(n) Ig¥ (n) paratodo n > ngy} .

d. Defina Q e © de maneira semelhante. Prove a analogia correspondente ao Teorema 3.1.

3-6 Funcées repetidas

O operador de iteragio * usado na fungao lg* pode ser aplicado a qualquer fungao monotonica-
mente crescente f(n) sobre os reais. Para uma dada constante ¢ € R, definimos a fungao repetida
(ou iterada) f, por

f.(m) =min {i 20 /O (n) <c},

que nio necessita ser bem definida em todos os casos. Em outras palavras, a quantidade f, (n) é o
nimero de aplicagdes repetidas da fungio fnecessirias para reduzir seu argumento a ¢ Ou menos.

Para cada uma das funcgoes f(7) e constantes ¢ a seguir, forne¢a um limite to restrito quanto
possivel sobre f, (n).

S c Q)
a. n-1 0
b. Ign 1
C. n/2 1
d. n/2 2
€. Jn 2
£. Jn 1
g. n'? 2
h. n/lgn 2




Notas do capitulo

Knuth [182] traca a origem da notagao O até um texto de teoria dos nimeros escrito por P. Bach-
mann em 1892. A notacio o foi criada por E. Landau em 1909, para sua descricao da distribuicao
de nimeros primos. As notagoes Q2 e ® foram defendidas por Knuth [186] para corrigir a pratica
popular, mas tecnicamente ruim, de se usar na literatura a notagao O para limites superiores e
inferiores. Muitas pessoas continuam a usar a nota¢ao O onde a notagao ® é mais precisa tecni-
camente. Uma discussio adicional da histéria e do desenvolvimento de notacdes assintoticas
pode ser encontrada em Knuth [182, 186] e em Brassard e Bratley [46].

Nem todos os autores definem as notagoes assintdticas do mesmo modo, embora as varias
definicbes concordem na maioria das situacoes comuns. Algumas das defini¢oes alternativas en-
volvem fung¢des que nio sio assintoticamente nio negativas, desde que seus valores absolutos
sejam adequadamente limitados.

A equacio (3.19) se deve a Robbins [260]. Outras propriedades de fungbes matematicas ele-
mentares podem ser encontradas em qualquer bom manual de referéncia de matematica, como
Abramowitz e Stegun [1] ou Zwillinger [320], ou em um livro de célculo, como Apostol [18] ou
Thomas e Finney [296]. Knuth [182] e também Graham, Knuth e Patashnik [132] contém uma
grande quantidade de material sobre matematica discreta, como a que se utiliza em ciéncia da
computacio.



Capitulo 4

Recorréncias

Como observamos na Se¢io 2.3.2, quando um algoritmo contém uma chamada recursiva a ele
préprio, seu tempo de execugao pode freqlientemente ser descrito por uma recorréncia. Uma
recorréncia é uma equagio ou desigualdade que descreve uma fun¢io em termos de seu valor
em entradas menores. Por exemplo, vimos na Secio 2.3.2 que o tempo de execucio do pior caso
T(n) do procedimento MERGE-SORT poderia ser descrito pela recorréncia

00) sen=1,

(4.1)
2T (n/2) +O(n) sen>1.

T(")={

cuja solucio se afirmava ser 7(n) = O(n Ig n).

Este capitulo oferece trés métodos para resolver recorréncias — ou seja, para obter limites as-
sintoticos “©” ou “O” sobre a solugio. No método de substituicao, supomos um limite hipoté-
tico, e depois usamos a indu¢ao matematica para provar que nossa suposicio era correta. O mé-
todo de arvore de recursao converte a recorréncia em uma irvore cujos nds representam os
custos envolvidos em diversos niveis da recursao; usamos técnicas para limitar somatorios com
a finalidade de solucionar a recorréncia. O método mestre fornece limites para recorréncias da
forma

T(n) = al(n/b) + f(m),

ondea>1,b > 1ef(n) € uma funcio dada; o método requer memorizagao de trés casos mas, de-
pois que vocé o fizer, sera ficil descobrir limites assintéticos para muitas recorréncias simples.

Detalhes técnicos

Na pritica, negligenciamos certos detalhes técnicos quando enunciamos e resolvemos recor-

réncias. Um bom exemplo de um detalhe que freqientemente é ignorado é a suposi¢ao de argu-

mentos inteiros para fung¢oes. Normalmente, o tempo de execucio T(n) de um algoritmo so €

definido quando n é um inteiro, pois, para a maior parte dos algoritmos, o tamanho da entrada €

sempre um inteiro. Por exemplo, a recorréncia que descreve o tempo de execugiao do pior caso
59| de MERGE-SORT ¢ na realidade



O sen=1,

T((n/2 P+T(n/2)+O(n) sen>1. 42)

T(n) =

As condicOes limite representam outra classe de detalhes que em geral ignoramos. Tendo em
vista que o tempo de execug¢ao de um algoritmo sobre uma entrada de dimensdes constantes €
uma constante, as recorréncias que surgem dos tempos de execucio de algoritmos geralmente
tém 7(n) = ©(1) para n suficientemente pequeno. Em conseqiiéncia disso, por conveniéncia, em
geral omitiremos declaragdes sobre as condi¢oes limite de recorréncias e iremos supor que T(n) €
constante para # pequeno. Por exemplo, normalmente enunciamos a recorréncia (4.1) como

T(n) = 2T(n/2) + O(n) , . (4.3)

sem fornecer explicitamente valores para #z pequeno. A razio € que, embora a mudanca no valor
de 7T(1) altere a solug¢io para a recorréncia, normalmente a solu¢ao nao muda por mais de um fa-
tor constante, e assim a ordem de crescimento nio € alterada.

Quando enunciamos e resolvemos recorréncias, com freqii€éncia omitimos pisos, tetos e
condicoes limite. Seguimos em frente sem esses detalhes, e mais tarde definimos se eles tém im-
portincia ou nao. Em geral, eles nio tém importincia, mas é importante saber quando tém. A ex-
periéncia ajuda, e também alguns teoremas declarando que esses detalhes nio afetam os limites
assintoticos de muitas recorréncias encontradas na anilise de algoritmos (ver Teorema 4.1). Po-
rém, neste capitulo, examinaremos alguns desses detalhes para mostrar os 6timos métodos de
solucio de pontos de recorréncia.

4.1 O método de substituicao
O método de substitui¢io para resolver recorréncias envolve duas etapas:
1. Pressupor a forma da solugao.
2. Usaraindugio matematica para encontrar as constantes € mostrar que a solugao funciona.

O nome vem da substitui¢io da resposta pressuposta para a fungio quando a hipétese indu-
tiva é aplicada a valores menores. Esse método é eficiente, mas obviamente s6 pode ser aplicado
em casos nos quais ¢ facil pressupor a forma da resposta.

O método de substituicio pode ser usado para estabelecer limites superiores ou inferiores so-
bre uma recorréncia. Como exemplo, vamos determinar um limite superior sobre a recorréncia

T(n) = 21(n2)) + n, 4.4

que é semelhante as recorréncias (4.2) e (4.3). Supomos que a solugio é T(n) = O(nlgn). Nosso
método € provar que 7(n) < cn Ig n para uma escolha apropriada da constante ¢ > 0. Comeca-
mos supondo que esse limite se mantém valido para Ln/2], ou seja, que T d_n/2_|) < cln/2]
lg(/2.)). A substituigio na recorréncia produz

T(n) <2(c Ln/2]1gdn/2)) + n
<cnlgn/2) + n
=cnlgn-cnlg2 +n
=cnlgn-cn+n

<cnlgn,

onde o ultimo passo é vilido desde que ¢ > 1.
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Agora, ainducio matematica exige que mostremos que nossa solu¢ao se mantém vilida para
as condigoes limite. Normalmente, fazemos isso mostrando que as condi¢des limite sio adequa-
das para casos bdsicos da prova indutiva. No caso da recorréncia (4.4), devemos mostrar que po-
demos escolher uma constante ¢ grande o suficiente para que o limite 7(n) < cn lg n também fun-
cione para as condicoes limite. As vezes, essa exigéncia pode levar a problemas. Vamos supor,
como argumento, que 7(1) = 1 seja a inica condicio limite da recorréncia. Entdo, paran = 1,0
limite T'(n) < cn lg n produz T(1) <c 11g 1 = 0, o que estd em desacordo com 7T(1) = 1. Conse-
quientemente, o caso bisico de nossa prova indutiva deixa de ser valido.

Essa dificuldade para provar uma hipétese indutiva para uma condigio limite especifica
pode ser facilmente contornada. Por exemplo, na recorréncia (4.4), tiramos proveito do fato de
que a notagio assintética s6 exige que demonstremos que 7(n) < cn Ig n para n > ny, onde ny €
uma constante de nossa escolha. A idéia é remover a dificil condicio limite 7(1) = 1 da conside-
ragio na prova indutiva. Observe que, para n > 3, a recorréncia nio depende diretamente de
T(1). Desse modo, podemos substituir 7(1) por 7(2) e T(3) como os casos basicos na prova indu-
tiva, deixando 7, = 2. Observe que fazemos uma distin¢do entre o caso basico da recorréncia (n
= 1) e os casos bdsicos da prova indutiva (# = 2 e n = 3). Da recorréncia, derivamos 7(2) = 4 €
T(3) = 5. A prova indutiva de que T(n) < cn Ig n para alguma constante ¢ > 1 pode agora ser com-
pletada escolhendo-se um valor de ¢ grande o bastante paraque 7(2) <c21g2eT(3) <c31g3.
Como observamos, qualquer valor de ¢ > 2 é suficiente para que os casos basicosden = 2en =3
sejam validos. Para a maioria das recorréncias que examinaremos, ¢ simples estender as condi-
¢oOes limite para fazer a hipétese indutiva funcionar para n pequeno.

Como fazer um bom palpite

Infelizmente, naio hd nenhum modo geral de adivinhar as solugoes corretas para recorréncias.
Pressupor uma solugio exige experié€ncia e, ocasionalmente, criatividade. Entretanto, por sor-
te, existem algumas heuristicas que podem ajuda-lo a se tornar um bom criador de suposigoes.
Vocé também poderi usar drvores de recursio, que veremos na Secao 4.2, para gerar boas hi-
poteses.

Se uma recorréncia for semelhante a uma que vocé ja tenha visto antes, entdo serd razodvel
supor uma solugio semelhante. Como exemplo, considere a recorréncia

T(n) = 2T{n2] + 17) + n,

que parece dificil devido ao “17” acrescentado ao argumento de T no lado direito. Intuitivamen-
te, porém, esse termo adicional nio pode afetar de maneira substancial a solugao para a recor-
réncia. Quando 7 é grande, a diferenca entre T( n/2J) e T( n/2] + 17) ndo é tao grande: ambos os
termos cortam #z quase uniformemente pela metade. Em consequéncia disso, fazemos a suposi-
¢do de que T(n) = O(n lg n), que vocé pode verificar como correto usando o método de substi-
tuicdo (ver Exercicio 4.1-5).

Outro caminho para fazer uma boa suposigao é provar informalmente limites superiores e
inferiores sobre a recorréncia, e entdao reduzir o intervalo de incerteza. Por exemplo, podemos
comecar com o limite inferior 7(72) = Q(n) para a recorréncia (4.4), pois temos o termo # na re-
corréncia, e podemos demonstrar um limite superior inicial T(#) = O(n?). Entio, podemos di-
minuir gradualmente o limite superior e elevar o limite inferior, até convergirmos sobre a solu-
¢ao correta, assintoticamente restrita, 7(n) = O(n lg n).

Sutilezas

H4 momentos em que é possivel fazer uma suposi¢io correta em um limite assintético sobre a
solu¢io de uma recorréncia, mas, de algum modo, a matematica nao parece funcionar na indu-



¢io. Em geral, o problema é que a hipétese indutiva nao é forte o bastante para provar o limite
detalhado. Quando vocé chegar a um né como esse, revisar a suposi¢io subtraindo um termo de
mais baixa ordem freqlientemente permitird que a matematica funcione.

Considere a recorréncia

T(n) = T(n2)) + T{n2h + 1.

Supomos por hipétese que a solugio seja O(n) e tentamos mostrar que 7(n) < cn para uma
escolha apropriada da constante c. Substituindo nossa suposi¢io na recorréncia, obtemos

Tn) <cln2l +cln2l+1
=cn+1,

o que nio implica T(z2) < cn para qualquer escolha de ¢. E uma tentagio experimentar um palpite
maior, digamos T (1) = O(n?), o que poderia funcionar; porém, de fato, nossa suposi¢io de que
asolucao é T(n) = O(n) é correta. No entanto, para mostrar isso, devemos criar uma hipétese in-
dutiva mais forte.

Intuitivamente, nossa suposi¢ao é quase correta: a Unica diferenga € a constante 1, um termo
de mais baixa ordem. Apesar disso, a indugio matematica ndo funciona, a menos que provemos
a forma exata da hipé6tese indutiva. Superamos nossa dificuldade subtraindo um termo de mais
baixa ordem da nossa suposi¢io anterior. Nossa nova suposicao é I(n) < cn - b, onde b >0 é
constante. Agora temos

T(n) < (cln2]-b) + c[n2]-b) +1
=cn-2b+1
<cn-b,

desde que b > 1. Como antes, a constante ¢ deve ser escolhida com um valor grande o suficiente
para tratar as condi¢des limite.

A maioria das pessoas acha antiintuitiva a idéia de subtrair um termo de mais baixa ordem. Afi-
nal, se a matematica nio funciona, nao deveriamos estar aumentando nossa suposi¢io? A chave
para entender esse passo ¢ lembrar que estamos usando a indu¢ao matematica: podemos provar
algo mais forte para um determinado valor, supondo algo mais forte para valores menores.

Como evitar armadilhas

E ficil errar na utilizagio da notagio assintética. Por exemplo, na recorréncia (4.4), podemos
“provar” falsamente que 7(n) = O(n), supondo T'(n) < cn, e entio argumentando que

T(n) < 2(cln2l+n
<cen+n
=0(n), < errado!!

pois ¢ € uma constante. O erro é que nao provamos a forma exata da hipétese indutiva, ou seja,
que I'(n) < cn.

Como trocar variaveis

As vezes, um pouco de manipulagio algébrica pode tornar uma recorréncia desconhecida seme-
lhante a uma que vocé ji viu antes. Como exemplo, considere a recorréncia 53



T(n) = 2T (Wnl) + 1gn,

que parece dificil. Entretanto, podemos simplificar essa recorréncia com uma troca de variaveis.
Por conveniéncia, nio nos preocuparemos em arredondar valores, como « », para inteiros. Re-
nomear m = lg n produz k

T™) =2T 2™% +m .
Agora podemos renomear S(m) = T(2") para produzir a nova recorréncia
S(m) = 28(m/2) + m,

que € muito semelhante a recorréncia (4.4). De fato, essa nova recorréncia tem a mesma solu-
¢ao: S(m) = O(m Ig m). Trocando de volta de S(m) para T(n), obtemos T(n) = T(2™) = S(m) =
O(mlgm) = O(gnlglgn).

Exercicios

4.1-1
Mostre que a solugao de T(n) = T (1_ n/2)) + 1é 0(lg n).

4.1-2
Vimos que a solugao de T(n) = 2T(Ln/2 J) + n é O(nlgn). Mostre que a solugdo dessa recorréncia
também é Q(n Ig n). Conclua que a solugdo é O(n Ig n).

4.1-3 .

Mostre que, supondo uma hipétese indutiva diferente, podemos superar a dificuldade com a
condigio limite 7(1) = 1 para a recorréncia (4.4), sem ajustar as condigoes limite para a prova in-
dutiva. ‘

4.1-4
Mostre que O(n g n) é a solugio para a recorréncia “exata” (4.2) para a ordenagdo por intercala-
cao.

4.1-5
Mostre que a solugio para T'(n) = 2T ¢n/2J +17) + né O(nlgn).

4.1-6
Resolva a recorréncia T(n) = 2T (v n), fazendo uma troca de varidveis. Sua solugao deve ser as-
sintoticamente restrita. Nao se preocupe em saber se os valores sdo integrais.

4.2 O método de arvore de recursao

Embora o método de substituicao possa fornecer uma prova sucinta de que uma solugao
para uma recorréncia € correta, as vezes € dificil apresentar uma boa suposi¢ao. Tragar uma
arvore de recursio, como fizemos em nossa andlise da recorréncia de ordenacgao por interca-
lag4ao na Sec¢io 2.3.2, é um caminho direto para se criar uma boa suposi¢io. Em uma drvore
de recursao, cada noé representa o custo de um tinico subproblema em algum lugar no con-
junto de invocacdes de fungdes recursivas. Somamos os custos dentro de cada nivel da drvo-
re para obter um conjunto de custos por nivel, e entao somamos todos os custos por nivel
para determinar o custo total de todos os niveis da recursio. As drvores de recursio'sao parti-
cularmente uteis quando a recorréncia descreve o tempo de execug¢io de um algoritmo de
54| dividir e conquistar.



Uma arvore de recursiao é mais bem usada para gerar uma boa suposi¢io, que é entio verifi-
cada pelo método de substitui¢cio. Quando utiliza uma arvore de recursio para gerar uma boa
suposic¢ao, voce freqiientemente pode tolerar uma pequena quantidade de “sujeira”, pois ird
verificar sua suposi¢do mais tarde. Porém, se for muito cuidadoso ao criar uma drvore de recur-
$40 € somar 0s custos, vocé poderd usar a drvore de recursio como uma prova direta de uma so-
lugdo para uma recorréncia. Nesta se¢iao, usaremos arvores de recursao para gerar boas suposi-
¢Oes e, na Secao 4.4, utilizaremos arvores de recursiao diretamente para provar o teorema que
forma a base do método mestre.

Por exemplo, vamos ver como uma drvore de recursio forneceria uma boa suposi¢ao para a
recorréncia T(n) = 37T d_n/4J) + ©(n?%). Comegamos concentrando nossa atencdo em encontrar
um limite superior para a solu¢ao. Considerando que sabemos que pisos e tetos sio normal-
mente insatisfatorios para resolver recorréncias (aqui estd um exemplo de sujeira que podemos
tolerar), criamos uma irvore de recursio para a recorréncia T(n) = 3T(n/4) + cn?, tendo estabe-
lecido o coeficiente constante implicito ¢ > 0.

AFigura 4.1 mostra a derivag¢ao da drvore de recursido para T(n) = 3T(n/4) + cn?. Por conve-
niéncia, supomos que # é uma poténcia exata de 4 (outro exemplo de sujeira toleravel). A parte
(a) da figura mostra T(n) que, na parte (b), foi expandida até uma drvore equivalente represen-
tando a recorréncia. O termo cn? na raiz representa o custo no nivel de recursio superior, € as
tré€s subarvores da raiz representam os custos resultantes dos subproblemas de tamanho n/4. A
parte (c) mostra esse processo levado um passo adiante pela expansio de cada né com custo
T(n/4) da parte (b). O custo para cada um dos trés filhos da raiz é c(r2/4)*. Continuamos a expan-
dir cada no na 4rvore, desmembrando-o em suas partes constituintes conforme determinado
pela recorréncia.

Tendo em vista que os tamanhos de subproblemas diminuem 4 medida que nos afastamos
da raiz, eventualmente temos de alcancar uma condigio limite. A que distincia da raiz nés a en-
contramos? O tamanho do subproblema para um n6 na profundidade i é n/4°. Desse modo, o ta-
manho do subproblema chega a # = 1 quando n/4’ = 1 ou, de modo equivalente, quando i =
log, n. Assim, a drvore tem log, # + 1 niveis (0, 1, 2, ..., log, n).

Em seguida, determinamos o custo em cada nivel da 4arvore. Cada nivel tem trés vezes
mais nos que o nivel acima dele, e assim 0 niumero de n6s na profundidade i é 3%. Como os ta-
manhos de subproblemas se reduzem por um fator de 4 para cada nivel que descemos a par-
tir da raiz, cada n6 na profundidade #, parai = 0, 1, 2, ..., log, 7 — 1, tem o custo de c(n/4%)>2.
Multiplicando, vemos que o custo total sobre todos os nés na profundidade i, parai = 0, 1, 2,
.., logg n — 1, é 3c(n/4)* = (3/16)’cn?®. O ultimo nivel, na profundidade log, #, tem
3" = '8 nés, cada qual contribuindo com o custo 7(1), para um custo total de
n'®>T (1), que é O(n'*?).

Agora somamos 0s custos sobre todos os niveis para determinar o custo correspondente a
drvore inteira:

3 1 3 2 3 log , n-1
T'(n) =cn’ +Ecn2 +LE) cn’ + - +(Ej cn’ +0(n'*?)
log, n—-1 5 i
= = | cn? + O(n'*®+?
> (16) )
B (3/16)log4n -1
(3/16)-1

cn® +O(n'#:?)
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FIGURA 4.1 A construgio de uma drvore de recursio para a recorréncia Ti (n) = 3T(n/4) + cn’. A parte (a)
mostra T'(n), que € progressivamente expandido nas partes b a d para formar a 4rvore de recursio. A arvo-
re completamente expandida da parte (d) tem altura log, n (ela tem log, #» + 1 niveis)

Essa ultima férmula parece um pouco confusa até percebermos que é possivel mais uma vez
tirar proveito de pequenas porgdes de sujeira e usar uma série geométrica decrescente infinita
como limite superior. Voltando um passo atris e aplicando a equagio (A.G), temos

log n-1

T(ny= ). (%) cn’ +O(n'*#?)

i=0

& 3 g 2 log,3
< = | cn® +O(n
5ge) e vow

=———cn’ +0(n'E?)
1-(3/16)

= Ecn2 +O(n'8:?)
13

=0(n?).



Desse modo, derivamos uma suposi¢io de T(77) = O(n?) para nossa recorréncia original (1)
= 37(Ln/4]) + On?). Nesse exemplo, os coeficientes de cn? formam uma série geométrica de-
crescente e, pela equagio (A.0), a soma desses coeficientes é limitada na parte superior pela
constante 16/13. Tendo em vista que a contribui¢io da raiz para o custo total é cn?, a raiz contri-
bui com uma fragio constante do custo total. Em outras palavras, o custo total da drvore é domi-
nado pelo custo da raiz.

De fato, se O(n?) é realmente um limite superior para a recorréncia (como verificaremos em
breve), entdo ele deve ser um limite restrito. Por qué? A primeira chamada recursiva contribui
com o custo O(7?), e entio Q(n?) deve ser um limite inferior para a recorréncia.

Agora podemos usar o método de substitui¢io para verificar que nossa suposigio era corre-
ta, isto é, T(n) = O(#n?) é um limite superior para a recorréncia T(n) = 3T(n/4]) + O(#2). Quere-
mos mostrar que T(n) < dn? para alguma constante 4 > 0. Usando a mesma constante ¢ > 0 de
antes, temos

T(n) < 3T(n/4l) + cn?
<3d|n/4P + cn?

<3d (n/4)? + cn?
3

=-"dn® +cn®
16

<dn?,

onde a ultima etapa é vilida desde que d > (16/13)c.
Como outro exemplo mais complicado, a Figura 4.2 mostra a drvore de recursio para

I(n) = T(n/3) + T(2n/3) + O(n) .

(Novamente, omitimos as fungdes piso e teto por simplicidade.) Como antes, ¢ representa o
fator constante no termo O(#n). Quando somamos os valores em todos os niveis da drvore de re-
cursio, obtemos um valor ¢z para cada nivel. O caminho mais longo da raiz até uma folha é n —
(2/3)n—> (2/3)*’n— --- - 1. Tendo em vista que (2/3)*n = 1 quando k = logz, n, aaltura da drvo-
re € logz; n.

1] cn

c(%

cn
) c ()

3 ) meeemmessees il.. cn

c@ ey o(F) c(§) i on

\/ : :

Total: O (n 1g n)

FIGURA 4.2 Uma arvore de recursio para a recorréncia T(n) = T(n/3) + T(2n/3) + cn

Intuitivamente, esperamos que a solugio para a recorréncia seja no maximo o nimero de ni-
veis vezes o custo de cada nivel, ou O(cn logz, #) = O(n 1g n). O custo total é distribuido de



modo uniforme ao longo dos niveis da arvore de recursiao. Existe uma complicacio aqui: ainda
temos de considerar o custo das folhas. Se essa drvore de recursao fosse uma arvore binaria com-
pleta de altura logs , 72, haveria 2'°*?" = n'***? folhas. Como o custo de cada folha é uma cons-
tante, o custo total de todas as folhas seria entao O(n'***2?), que é w(n lg 7). Contudo, essa arvo-
re de recursdo nio é uma drvore biniria completa, e assim ela tem menos de 7'***** folhas. Além
disso, 2 medida que descemos a partir da raiz, mais € mais nés internos estao ausentes. Conse-
qlientemente, nem todos os niveis contribuem com um custo exatamente igual a cn; os niveis
em direcao a parte inferior contribuem menos. Poderiamos desenvolver uma contabilidade pre-
cisa de todos os custos, mas lembre-se de que estamos apenas tentando apresentar uma suposi-
¢io para usar no método de substituicio. Vamos tolerar a sujeira e tentar mostrar que uma supo-
sicio O(n Ig n) para o limite superior € correta.

Na verdade, podemos usar o método de substitui¢io para verificar aquele O(n 1g n) é um li-
mite superior para a solugao da recorréncia. Mostramos que 7(n) < dn lg n, onde d é uma cons-
tante positiva apropriada. Temos

T(n) <Tn/3) + T(2n/3) + cn
<dm/3) 1g(n/3) + d(2n/3) 1g(2n/3) + cn
= (dn/3) Ign —d(n/3) 1g 3)

+ (d(2n/3) Ign = d(2n/3) 1g(3/2) + cn
=dnlgn-dn/3)lg3 + (2n/3)1g(3/2)) + cn
=dnlgn-dn/3)lg3 + (2n/3) Ig3 — (2n/3) 1g2) + cn
=dnlgn-dn(g3-2/3)+cn
<dnlign,

desde que d 2 c/(1g 3 - (2/3)). Desse modo, nao tivemos de executar uma contabilidade de cus-
tos mais precisa na arvore de recursao.

Exercicios

4.2-1
Use uma arvore de recursao para determinar um bom limite superior assintotico na recorréncia
T(n) = 3T(n/2]) + n. Use o método de substitui¢io para verificar sua resposta.

4.2-2
Demonstre que a solugao para a recorréncia T(n) = T(n/3) + 7(2n/3) + cn, onde ¢ ¢ uma cons-
tante, € Q(n lg n), apelando para uma arvore de recursao.

4.2-3
Trace a drvore de recursao para T(n) = 4T(i_n/2J) + cn, onde ¢ é uma constante, e forneca um li-
mite assintOtico restrito sobre sua solugio. Verifique o limite pelo método de substituigao.

4.2-4
Use uma arvore de recursio com o objetivo de fornecer uma solug¢ao assintoticamente restrita
para a recorréncia T(n) = T(n — a) + T(a) + cn, onde a > 1 e ¢ > 0 sao constantes.

4.2-5

Use uma arvore de recursio para fornecer uma solugiao assintoticamente restrita para a recos-
réncia T(n) = T(un) + T((1 - a)n) + cn, onde o € uma constante no intervalo0 <a <lec >0
também € uma constante.



4.3 O método mestre

O método mestre fornece um processo de “livro de receitas” para resolver recorréncias da forma
T(n) = al(n/b) + f(n) , 4.5)

ondea > 1eb > 1sio constantes e f(n) é uma funcio assintoticamente positiva. O método mes-
tre exige a memorizacio de trés casos, mas, dai em diante, a solugio de muitas recorréncias
pode ser descoberta com grande facilidade, freqientemente sem ldpis e papel.

Arecorréncia (4.5) descreve o tempo de execugio de um algoritmo que divide um problema
de tamanho # em a subproblemas, cada um do tamanho »n/b, onde a e b sio constantes positi-
vas. Os a subproblemas sao resolvidos recursivamente, cada um no tempo 7(n/b). O custo de di-
vidir o problema e combinar os resultados dos subproblemas ¢é descrito pela fungiao f(z). (Ou
seja, usando a notagiao da Secao 2.3.2, f(n) = D(n) + C(n).) Por exemplo, a recorréncia que sur-
ge do procedimento MERGE-SORT tem a = 2, b = 2 e f(n) = O(n).

Como uma questio de correc¢io técnica, na realidade a recorréncia nio esta bem definida,
porque n/b nao poderia ser um inteiro. Porém, a substitui¢do de cada um dos a termos T(n/b)
por T (Ln/bj) ouTl (f n/bW) nao afeta o comportamento assintético da recorréncia. (Provaremos
iss0 na préxima secdo.) Por essa razio, em geral, consideramos conveniente omitir as funcoes
piso e teto ao se escreverem recorréncias de dividir e conquistar dessa forma.

O teorema mestre

O método mestre depende do teorema a seguir.

Teorema 4.1 (Teorema mestre)
Sejama =1 e b > 1 constantes, seja f() uma fungao e seja T'(n) definida sobre os inteiros nio ne-
gativos pela recorréncia

T(n) = aT(n/b) + f(n) ,

onde interpretamos n/b com o significado de Ln/blouln/m . Entio, T(n) pode ser limitado assin-
toticamente como a seguir.

1. Se f(n) = O(n'*®*“"°) para alguma constante € > 0, entio T(n) = O ).
2. Se f(n) = O(n'***), entdo T(n) = O(n'**“Ign) .

3. Sef(n) = (n'*"“*°) para alguma constante € > 0, e se af(n/b) < cf(n) para alguma cons-
tante ¢ < 1 e para todo z suficientemente grande, entao 7(n) = O(f(n)). [

Antes de aplicar o teorema mestre a alguns exemplos, vamos passar algum tempo tentando
entender o que ele significa. Em cada um dos trés casos, estamos comparando a fungio f(#) com
afungion'™** . Intuitivamente, a solu¢io para a recorréncia é determinada pela maior das duas
fungbes. Se, como no caso 1, a fungio #'*’“ for a maior, entio a solugio serd T(r) = O(#'*** ).
Se, como no caso 3, a func¢io f(n) for a maior, entio a solugio sera 7(n) = O(f(n)). Se, como no
caso 2, as duas fungbes tiverem o mesmo tamanho, faremos a multiplicacao por um fator logarit-
mico e a solugio serd T(n) = O(n'* “Ign) = O(f(n) Ig n).

Além dessa intuicio, existem alguns detalhes técnicos que devem ser entendidos. No primei-
1o caso, f(n) ndo s6 deve ser menor que 7' | mas tem de ser polinomialmente menor. Ou
seja, f(n) deve ser assintoticamente menor que #'**“ por um fator #€ para alguma constante
€ > 0. No terceiro caso, f(#) nio apenas deve ser maior que 7'®*“ ; ela tem de ser polinomial-
mente maior e, além disso, satisfazer a condi¢ao de “regularidade” de que af(n/b) < ¢f(n). Essa
condigio é satisfeita pela maioria das funges polinomialmente limitadas que encontraremos. ’ 59
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E importante perceber que os trés casos nio abrangem todas as possibilidades para f().
Existe uma lacuna entre os casos 1 e 2 quando f(n) é menor que n'**“  mas nio polinomialmen-
te menor. De modo semelhante, hd uma lacuna entre os casos 2 e 3 quando f(n) € maior que
n'°®“  mas nio polinomialmente maior. Se a fungio f(#n) recair em uma dessas lacunas, ou se a
condicio de regularidade no caso 3 deixar de ser vilida, o método mestre niao poderd ser usado

para resolver a recorréncia.

Como usar o método mestre

Para usar o método mestre, simplesmente determinamos qual caso (se houver algum) do teore-
ma mestre se aplica e anotamos a resposta.
Como primeiro exemplo, considere

I(n) =9T(n/3) + n

9,b = 3, f(n) = ne, portanto, temos n'%**“ = n'*®*> = O(n?).
1, podemos aplicar o caso 1 do teorema mestre e concluir

Para essarecorréncia, temos a
Como f(n) = O(n'***° "), onde €
que a solucio é T(n) = O(n?).

Agora, considere

T(n) = T(2n/3) + 1,

naquala = 1,b =372 f(n) = 1en' " =n'*' = n® = 1. Aplica-se o caso 2, pois f(n) = O(
n'°®*“ ) = @(1), e portanto a solugio para a recorréncia é T(n) = O(lg n).
Para a recorréncia

T(n) = 3T(n/4) + nlgn,

temosa =3, b =4, f(n) = nlgnen®* =n"%> = 0n%73). Comof(n) = Q(n'*>**), onde
€ = 0,2, aplica-se o caso 3 se podemos mostrar que a condi¢do de regularidade € valida paraf(n).
Para n suficientemente grande, af(n/b) = 3(n/4) 1g(n/4) < (3/4)nlgn = cf(n) parac = 3/4. Conse-
quentemente, de acordo com o caso 3, a solugao para a recorréncia é T(n) = O(n lg n).

O método mestre nio se aplica a recorréncia

T(n) = 2T(n/2) + nlgn,

log, a

mesmo que ela tenha a forma apropriada:a =2,b=2,f(n) =nlgnen = n. Parece que o
caso 3 deve se aplicar, pois f(n) = n Ig n é assintoticamente maior que 7'°*”“ = n. O problema é
que ela nio é polinomialmente maior. A razio f(n)/n'**** = (nlgn)/n = g n é assintoticamente
menor que #< para qualquer constante positiva €. Consequentemente, a recorréncia recai na la-
cuna entre o caso 2 € o caso 3. (Veja no Exercicio 4.4-2 uma solucio.)

Exercicios

4.3-1
Use o método mestre para fornecer limites assintOticos restritos para as recorréncias a seguir.

a. T(n) = 4T(n/2) + n.
b. T(n) = 4T(n/2) + n?.
c. T(n) = 4T(n/2) + n3.



4.3-2

O tempo de execugio de um algoritmo A é descrito pela recorréncia T(n) = 7T(n/2) + n*. Um al-
goritmo concorrente A’ tem um tempo de execugdo I'(n) = al''(n/4) + n?. Qual é o maior valor
inteiro para 4 tal que A’ seja assintoticamente mais ripido que A?

4.3-3

Use o0 método mestre para mostrar que a solugio para a recorréncia de pesquisa bindria
T(n) =T(n/2) + ©(1) éT(n) = O(lgn). (Veja no Exercicio 2.3-5 uma descri¢gio da pesquisa
bindria.)

4.3-4
O método mestre pode ser aplicado a recorréncia T(n) = 4T(n/2) + n? Ig n? Por que ou por que
nao? Fornega um limite superior assintético para essa recorréncia.

4.3-5 *

Considere a condiciao de regularidade af(n/b) < cf(n) para alguma constante ¢ < 1, que faz parte
do caso 3 do teorema mestre. D& um exemplo de uma fungiao simples f(72) que satisfaca a todas
as condig¢bes no caso 3 do teorema mestre, exceto a condigio de regularidade.

* 4.4 Prova do teorema mestre

Esta se¢ao contém uma prova do teorema mestre (Teorema 4.1). A prova nio precisa ser enten-
dida para se aplicar o teorema.

A prova tem duas partes. A primeira parte analisa a recorréncia “mestre” (4.5), sob a hipotese
simplificadora de que T(n) é definida apenas sobre poténcias exatas de b > 1; ou seja, paran =
1, b, b, ... Essa parte fornece toda a intui¢io necessiria para se entender por que o teorema
mestre € verdadeiro. A segunda parte mostra como a andlise pode ser estendida a todos os in-
teiros positivos 7 e € apenas a técnica matemadtica aplicada ao problema do tratamento de pisos
e tetos.

Nesta sec¢do, algumas vezes abusaremos ligeiramente de nossa notagio assintética, usando-a
para descrever o comportamento de fungoes que s6 sio definidas sobre poténcias exatas de b.
Lembre-se de que as defini¢bes de notagbes assintdticas exigem que os limites sejam provados
para todos os nimeros grandes o suficiente, nio apenas para aqueles que sio poténcias de b.
Tendo em vista que poderiamos produzir novas notagoes assintGticas que se aplicassem ao con-
junto {b': i = 0, 1, ...} em lugar dos inteiros negativos, esse abuso é secundirio.

Apesar disso, sempre deveremos nos resguardar quando estivermos usando a notagio assin-
totica sobre um dominio limitado, a fim de niao chegarmos a conclusées inadequadas. Por exem-
plo, provar que T(n) = O(n) quando n ¢ uma poténcia exata de 2 nio garante que 7(n) = O(n). A
fungio T(n) poderia ser definida como

n sen=1 24,8, ...,
T(n)=5 ,

n° em caso contririo,

€, nesse caso, o melhor limite superior que pode ser provado é T(n) = O(n?). Devido a esse tipo
de conseqiiéncia drastica, nunca empregaremos a notagao assintotica sobre um dominio limita-
do sem tornar absolutamente claro a partir do contexto que estamos fazendo isso.

4.4.1 A prova para poténcias exatas

A primeira parte da prova do teorema mestre analisa a recorréncia (4.5),

I(n) = aT(n/b) + f(n) ,



para o método mestre, sob a hipotese de que 7 é uma poténcia exata de b > 1, onde b nio precisa
ser um inteiro. A anilise estd dividida em trés lemas. O primeiro reduz o problema de resolver a re-
corréncia mestre ao problema de avaliar uma expressio que contém um somatério. O segundo
determina limites sobre esse somatério. O terceiro lema retdne os dois primeiros para provar uma
versao do teorema mestre correspondente ao caso em que 7 é uma poténcia exata de b.

fin) - fn)
A
a
f(nib) f(nib) F (R 1b)mmmammmnnanand - af(ni/b)
FIBDYF(nIDy-f(n1b2)  f(nIb)f(nIb2)-f (n1bY)  F(nIB2)f(n1b2y-f (n1b2) ==ipo- a’f(nlb?)

.

\ ®'(1) G)il) ®'(1) @il) ®'(1) ®'(1) @)'(1) ®'(1) @)'(1) @'(1) @'(1) @'(1) @&1).4... O (n'°%9)

nloga
log, n-1

Total: © (n'°%9) + Z d f(nlb)
j=0

FIGURA 4.3 Adrvore de recursio gerada por T(n) = aT(n/b) + f(n). Adrvore é uma drvore g-iria completa

I P g . 4 ~
comn *®*“ folhas e altura log, 7. O custo de cada nivel é mostrado i direita, e sua soma é dada na equagio

(4.6)

Lema 4.2
Sejama 2> 1e b > 1 constantes, € seja f(n) uma funcao nao negativa definida sobre poténcias exa-
tas de b. Defina T(n) sobre poténcias exatas de b pela recorréncia

T = 107¢}) sen=1,
() = al (n/b)+ f(n) sen=b",

onde 7 é um inteiro positivo. Entao

log , n—1

T(n)=0n™")y+ > a’f(n/b)). (4.6)

i=0

Prova Usamos a irvore de recursao da Figura 4.3. A raiz da drvore tem custo f(n), e elatema
filhas, cada uma com o custo f(n/b). (E conveniente imaginar @ como sendo um inteiro, especial-
mente ao se visualizar a drvore de recursio, mas a matematica nio o exige.) Cada uma dessas fi-
lhas tem a filhas com o custo f(n/b%) e, desse modo, existem a2 nés que estio a distincia 2 da
raiz. Em geral, hd @ n6s 2 distinciaj da raiz, e cada um tem o custo f(»2/5). O custo de cada folha é
T(1) = ©(1), e cada folha estd a uma distincia log, 7 da raiz, pois #/b'*®**” = 1. Existema **" =

log, a

ol 7 folhas na arvore.



Podemos obter a equagio (4.6) fazendo o somatério dos custos de cada nivel da arvore,
como mostra a figura. O custo para um nivel j de nés internos é &f(n/b’), e assim o total de todos
os niveis de nds internos é

log , n-1

Y. a’(n/b’)

=0

No algoritmo basico de dividir e conquistar, essa soma representa os custos de dividir pro-
blemas em subproblemas, e depois combinar novamente os subproblemas. O custo de todas as

folhas, que € o custo de efetuar todos os #'®*“ subproblemas de tamanho 1, é O(n'*°%). u

Em termos da irvore de recursio, os trés casos do teorema mestre correspondem a casos
nos quais o custo total da arvore é (1) dominado pelos custos nas folhas, (2) distribuido unifor-
memente entre os niveis da arvore ou (3) dominado pelo custo da raiz.

O somat6rio na equagio (4.6) descreve o custo dos passos de divisio e combina¢io no algo-
ritmo bdsico de dividir e conquistar. O lema seguinte fornece limites assint6ticos sobre o cresci-
mento do somatério.

Lema 4.3
Sejama > 1e b > 1 constantes, € sejaf(n) uma funcio niao negativa definida sobre poténcias exa-
tas de . Uma fungio g(n) definida sobre poténcias exatas de b por

log , n—-1

gm)y= > a’f(n/b)) (4.7)

Jj=0

pode entao ser limitada assintoticamente para poténcias exatas de b como a seguir.
1. Sef(n) = O O(n'**** %) para alguma constante € > 0, entdo g(n) = O(n'***).
2. Se f(n) = O(n'*"*), entio g(n) = O(n'**“ Ign).

3. Seaf(n/b) <cf(n) paraalguma constante ¢ < 1e paratodon > b, entiog(n) = O(f(n)).

Prova Paraocaso 1, temos f(n) = O(n'***“ ), implicando que f(n/b) = O((n/b7)'*®*“ ). A
substitui¢io na equagio (4.7) resulta em

log , n—1 ) n log, a-e
g(my=0| > a’(—) . (4.8)
=0 b’

Limitamos o somatério dentro da notagio O pela fatoragao dos termos e simplificacao, o que
resulta em uma série geométrica crescente:

log , n-1 log , a-« 1 -1 Y

& 7 n _ log,,a~eogb” abe

R P i
bj blog,,a

j=0 j=0

1

CN

. log
log , a—¢€
=pn °°*

n—
Jj=0

:nlogba—e belog,,n -1
b -1

:nlogba—e ne -1 ]
n® -1
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Tendo em vista que b e € sao constantes, podemos reescrever a Gltima expressio como
¢ - I . . ~ o ~
n % 0(n®) = 0(n****). Substituindo por essa expressio o somatério na equagio (4.8), te-
mos

gn) = 0(n™** "),
e o caso 1 fica provado.

Sob a hipétese de que f() = O(n'***“) para o caso 2, temos que f(n/b') = O((n/b7)'*"“°).
A substitui¢io na equagio (4.7) produz

log,n-1 » log,
g(n) = > a’(ﬁ} i 4.9)
j=0

Limitamos o somatoério dentro de ® como no caso 1 mas, dessa vez, nao obtemos uma série
geométrica. Em vez disso, descobrimos que todo termo do somatdrio € 0 mesmo:

I -1 log, a 1 -1 J
og 4 72 ; n b log y og , 1 a
I B
b] blog,,a

j=0 j=0

log , n—1

= nlogb a z 1
7=0

!
=n>*"“log, n.

Substituindo por essa expressio o somatoério da equagio (4.9), obtemos

g(n) =0O(n"* " log, n)
=O(n'* *lgn),

e caso 2 fica provado.

O caso 3 é provado de forma semelhante. Como f(7) aparece na definicdo (4.7) de g(n) e to-
das os termos de g(n) sio niao negativos, podemos concluir que g(n) = Q(f(n)) para poténcias
exatas de b. Sob a hip6tese de que af(n/b) < ¢f(n) paraalguma constante ¢ < 1 e todon = b, temos
f(n/b) < (c/a) f(n). Iteragindo j vezes, temos f(n/b) < (c/ay f(n) ou, de modo equivalente, &
f(n/b) < f(n). Asubstituicio na equagio (4.7) e a simplificagio produzem uma série geométri-
ca mas, diferente da série no caso 1, esta tem termos decrescentes:

log 4 n—1

gm)y= Y a’f(n/b)
j=0
< i_cf f(n)
< f(n)i: c’
=0

=f(n)(1ic)

=0(f(n)),




pois ¢ € constante. Desse modo, podemos concluir que g(n) = O(f(n)) para poténcias exatas de
b. O caso 3 fica provado, o que completa a prova do lema. [

Agora podemos provar uma versio do teorema mestre para o caso em que 7 € uma poténcia
exata de b.

Lema 4.4
Sejam a > 1 e b > 1 constantes, € sejaf(n) uma funcio nio negativa definida sobre poténcias exa-
tas de b. Defina T(n) sobre poténcias exatas de b pela recorréncia

o) sen=1,

T(m = {aT(n/b) +f(n) sen=b",

onde i é um inteiro positivo. Entao, T(n) pode ser limitado assintoticamente para poténcias exa-
tas de b como a seguir.

1. Se f(n) = O(n'*®**“"°) para alguma constante € > 0, entio T(n) = O(n'***).
2. Sef(n) = O(n'**), entdo T(n) = O(n'*** Ign).

3. Sef(n) = Y(n'*®" “*°) para alguma constante € > 0, € se af(n/b) < ¢f(n) para alguma cons-
tante ¢ < 1 e todo 7 suficientemente grande, entio T(n) = O(f(n)).

Prova Empregamos os limites do Lema 4.3 para avaliar o somatério (4.6) a partirdo Lema 4.2.
Para o caso 1, temos

T(n) =0Om™*")+0(n'*")
=0(n'*"),

€, para o caso 2,

T(n) =O®®*)+0(n'**Ign)
=On*“Ign).

Para o caso 3,

T(n) =0(n"*")+0(f(n)
=0(f(n),

porque f(rn) = Q(n'*** “*°) . ]

4.4.2 Pisos e tetos

Para completar a prova do teorema mestre, devemos agora estender nossa analise a situa¢do em
que pisos e tetos sao usados na recorréncia mestre, de forma que a recorréncia seja definida para
todos os inteiros, nio apenas para poténcias exatas de . Obter um limite inferior sobre

T(n) = aT(nb ) + f(n) (4.10)
e um limite superior sobre

T(n) = aT(nbl) + f(n) (4.11) |65



€ rotina, pois o limite [n/b]= n/b pode ser forcado no primeiro caso para produzir o resultado
desejado, e o limite Ln/bl<n/b pode ser for¢ado no segundo caso. A imposi¢do de um limite infe-
rior sobre a recorréncia (4.11) exige quase a mesma técnica que a imposi¢io de um limite supe-
rior sobre a recorréncia (4.10); assim, apresentaremos somente esse ultimo limite.

Modificamos a drvore de recursio da Figura 4.3 para produzir a drvore de recursiao da Figura
4.4. Amedida que nos aprofundamos na drvore de recursiao, obtemos uma sequiéncia de invoca-
¢oOes recursivas sobre 0s argumentos

n’
rn/b_l,
I VAR
Mamlmlwl,
‘r f(n) » f(n)
a
fny) f(np F(Ry) wmemcmweeeeeiaf(n))
/A /ﬂ% a
Llogan
fny) flmy) = f(ny)  f(ny) f(ng) = f(ny) F(n2) f(ny) = f(ny) == a’f(ny)

MMA&MMM mmm

Yomemoe®eoememoeleldeoe o) - 1)) o) ©On %)

O (nlond
(n ) l_logan—l
Total: © (n'°% %) + 2 a f(n;)
j=0

FIGURA 4.4 A drvore de recursio gerada por T(n) = aT (f_ n/bW) + f(n). O argumento recursivo n, € dado
pela equacio (4.12)

Vamos denotar o j-€simo elemento na seqii€ncia por 7;, onde

{n sej=0,

;= I_nj._l/b —I sej>0. (412)

Nossa primeira meta é determinar a profundidade & tal que 7;, ¢ uma constante. Usando a
desigualdade [x]<x + 1, obtemos

n, < n,

n
n, < E+1,

n 1

n n 1
n, < —+—,=+1,
T b7 b b



n o0
<r.3

L
n b
=t

b’ b-1

1
bi

Fazendoj = Llog,J nl, obtemos
n <" _4 b
|_10gh ”_J brlogb n'] b -1

n b
— 4 log, n-1 + _
b b-1

= — 4

n/b b-1

=b+—b
b-1

=0(),

e desse modo vemos que, a profundidade | log, 7, 0 tamanho do problema é no méximo uma
constante.
Da Figura 4.4, observamos que

. LloganAl )
T(n)=0n"*")+ > a’jmn,), (4.13)

i=0

que é quase igual a equacio (4.6), a nao ser pelo fato de # ser um inteiro arbitririo e nao se res-
tringir a ser uma poténcia exata de b.
Agora podemos avaliar o somatério

Llogan—l )
gmy= Y a'jmn,) | (4.14)

j=0

a partir de (4.13) de maneira andloga a prova do Lema 4.3. Comeg¢ando com o caso 3, se
af(n/bl) <cf(n) paran > b + b/(b- 1), onde ¢ < 1 é uma constante, segue-se que aff(nj) <
d f(n). Portanto, a soma na equacgio (4.14) pode ser avaliada da mesma maneira que no
Lema 4.3. Para o caso 2, temos f(n) = O#'* ). Se pudermos mostrar que
f(n,)=0n"**/a’)=0((n/b’)**), entido a prova para caso 2 do Lema 4.3 passari.
Observe que j <| log, 7| implica #/n < 1. O limite f(r) = O(n'*®** “) implica que existe uma cons-
tante ¢ > 0 tal que, para n; suficientemente grande,

n b log, a
nHy<c —+———-
R

. log, a
n b’ b
=c| — |1+
b’ n b-1



nlogba bj b log, a
=142 2
a’ [ n b—l]

P

pois c(1+b& /(b ~1))*“ é uma constante. Portanto, o caso 2 fica provado. A prova do caso 1 é
quase idéntica. A chave € provar o limite f(r)) = O(n'***“*¢), semelhante 4 prova corresponden-
te do caso 2, embora a dlgebra seja mais complicada.

Agora provamos os limites superiores no teorema mestre para todos os inteiros 7. A prova
dos limites inferiores ¢ semelhante.

Exercicios

4.4-1 *
Forne¢a uma expressao simples e exata para n; na equacio (4.12) para o caso em que b é um in-
teiro positivo, em vez de um namero real arbitrario.

4.4-2 *
Mostre que, se f(n) = O(n lg* n), onde k > 0, a recorréncia mestre tem a solucgio T(n) =
O(n'** * Ig**! n). Por simplicidade, restrinja sua anilise a poténcias exatas de b.

log, a

4.4-3 *

Mostre que o caso 3 do teorema mestre é exagerado, no sentido de que a condigdo de regulari-
dade af(n/b) < c¢f(n) para alguma constante ¢ < 1 implica que existe uma constante € > 0 tal que
f(n) = Q(nlogb a+e).

Problemas

4-1 Exemplos de recorréncia

Forneca limites assintGticos superiores e inferiores para 7(n) em cada uma das recorréncias a se-
guir. Suponha que T(n) seja constante para »n < 2. Torne seus limites tio restritos quanto possi-
vel e justifique suas respostas.

a. T(n) = 2T(n/2) + n3.
b. T(n) = T(9n/10) + n.
T(n) = 16T(n/4) + n?.
T(n) = 7T(n/3) + n.
T(n) = 7T(n/2) + n?.
T(n) = 2T (n/4) +/n .
T(n) =T(n-1) + n.
h. T(m) = T(Vn) +1.

® s A D

4-2 Como localizar o inteiro perdido

Um arranjo A[1 .. n] contém todos os inteiros de 0 a 7, exceto um. Seria ficil descobrir o inteiro

que falta no tempo O(72), usando um arranjo auxiliar B[0 .. #] para registrar os nimeros que apa-

recem em A. Porém, neste problema, naio podemos ter acesso a todo um inteiro em A com uma
¢g| Unica operagao. Os elementos de A sio representados em bindrio, € a Ginica operagio que pode-



mos usar para obter acesso a eles é “buscar o j-ésimo bit de A[#]”, que demora um tempo cons-
tante.

Mostre que, se usarmos apenas essa operagio, ainda poderemos descobrir o inteiro que falta
no tempo O(n).

4-3 Custos de passagem de parametros

Em todo este livro, partimos da hipotese de que a passagem de parimetros durante as chamadas
de procedimentos demora um tempo constante, mesmo que um arranjo de NV elementos esteja
sendo passado. Essa hipotese € valida na maioria dos sistemas, porque é passado um ponteiro
para o arranjo, € nao o proprio arranjo. Este problema examina as implicacGes de trés estratégias
de passagem de parimetros:

1. Um arranjo € passado por ponteiro. Tempo = O(1).
2. Um arranjo é passado por cépia. Tempo = @(N), onde N é o tamanho do arranjo.

3. Um arranjo € passado por copia somente do subintervalo ao qual o procedimento chamado
poderia ter acesso. Tempo = O(p —g + 1) se o subarranjo A[p .. g] for passado.

a. Considere o algoritmo de pesquisa bindria recursiva para localizar um nimero em um arran-
jo ordenado (ver Exercicio 2.3-5). Forneca recorréncias para os tempos de execugao do pior
caso de pesquisa binaria quando os arranjos sao passados com o uso de cada um dos trés mé-
todos anteriores, e fornega bons limites superiores nas solugdes das recorréncias. SejaN o
tamanho do problema original e » o tamanho de um subproblema.

b. Repita a parte (a) para o algoritmo MERGE-SORT da Secio 2.3.1.

4-4 Outros exemplos de recorréncia

Forneca limites assintdticos superiores e inferiores para 7(z) em cada uma das recorréncias a se-
guir. Suponha que T(n) seja constante para n suficientemente pequeno. Torne seus limites tao
restritos quanto possivel e justifique suas respostas.

a. T(n) =3T(n/2) + nlgn.

b. T(n) = 5T(n/5) + n/lgn.

c. T(n) = 4T(n/2) + n*Vn.

d. T(n) =3Tn/3 + 5) + n/2.

e. T(n) =2T(n/2) + nlgn.

J- T(n) = T(n/2) + T(n/4) + T(n/8) + n.
g Tn)=Tn~1)+ 1/n.

h. T(n) =T(n-1) + Ign.

i Tn)=Tn-2) + 2lgn.
T(n) = VnT (Vn) + n.

—to
.

4-5 Numeros de Fibonacci :

Este problema desenvolve propriedades dos nimeros de Fibonacci, que sio definidos pela re-
corréncia (3.21). Usaremos a técnica de gerar fungoes para resolver a recorréncia de Fibonacci.
Defina a funcao geradora (ou série de poténcias formais) % como]

F@) = ) Fz'
i=0

=0+2+22 423 +328 +5254+ 85+ 1327 + 2128 + ...,



onde F,; é o i-ésimo numero de Fibonacci.
a. Mostre que #(2) = z + 27(2) + 227(2)..

b. Mostre que

A — z
7@ 1-z-2°
4
(1-¢2)(1-9¢2)
=L[¢~ 1 )
J5\1-¢z 1-¢z
onde
¢=1+2‘B=161803
c
<§>=1“‘E=—0,61803....

¢. Mostre que

—p"H)z'.

%\H

d. Prove que F, = ¢’/ Vs para i > 0, arredondado para o inteiro mais proximo. (Sugestdo:
Observe que |¢| < 1.)

e. Prove que F,,, > ¢’ parai>0.

4-6 Testes de chips VLSI

O professor Diégenes tem 7 chips VLSI' supostamente idénticos que, em principio, so capazes
de testar uns aos outros. O aparelho de teste do professor acomoda dois chips de cada vez. Quan-
do o aparelho esti carregado, cada chip testa o outro e informa se ele estd bom ou ruim. Um chip
bom sempre informa com precisio se o outro chip esti bom ou ruim, mas a resposta de um chip
ruim nio ¢é confidvel. Portanto, os quatro resultados possiveis de um teste sio:

Chip A informa Chip B informa Conclusio

B esti bom A estd bom Ambos estio bons ou ambos ruins
B estd bom A estd ruim Pelo menos um esta ruim

B esta ruim A esta bom Pelo menos um esta ruim

B esta ruim A esta ruim Pelo menos um esta ruim

LSI significa very large scale integration, ou integragio em escala muito grande, que ¢ a tecnologia de chips de cir-
70 cuitos integrados usada para fabricar a maioria dos microprocessadores de hoje.



a. Mostre que, se mais de #2/2 chips estao ruins, o professor nao pode necessariamente desco-
brir quais chips estio bons usando qualquer estratégia baseada nessa espécie de teste aos
pares. Suponha que os chips ruins possam conspirar para enganar o professor.

b. Considere o problema de descobrir um Gnico chip bom entre # chips, supondo que mais de
n/2 dos chips estejam bons. Mostre que | n/2]testes de pares sejam suficientes para reduzir o
problema a outro com praticamente metade do tamanho.

c¢. Mostre que os chips bons podem ser identificados com ®(n) testes de pares, supondo-se
que mais de 7/2 dos chips estejam bons. Fornecga e resolva a recorréncia que descreve o nu-
mero de testes.

4-7 Arranjos de Monge
Um arranjo m x n A de nimeros reais é um arranjo de Monge se, paratodo i, j, k e [ tais que
1<i<k <mel<j<l <n, temos

A[i,j] + Ak, I] <A[i,I] + A[k, j].

Em outras palavras, sempre que escolhemos duas linhas e duas colunas de um arranjo de
Monge e consideramos os quatro elementos nas intersecoes das linhas e das colunas, asoma dos
elementos superior esquerdo e inferior direito é menor ou igual 2 soma dos elementos inferior
esquerdo e superior direito. Por exemplo, o arranjo a seguir € um arranjo de Monge:

10 17 13 28 23
17 22 16 29 23
24 28 22 34 24
11 13 6 17 7
45 44 32 37 23
36 33 19 21 6
75 66 51 53 34

a. Prove que um arranjo é de Monge se e somente se paratodoi=1,2,...,.m-1ej=1,2,...,n—
1, temos

Ali, ] +AJi + 1,7+ 11 <A[i,j+ 1] + A[i + 1,/].

(Sugestdo: Paraa parte “somente se”, use a indugio separadamente sobre linhas e colunas.)

b. O arranjo a seguir nao € de Monge. Troque um elemento para transforma-lo em um arranjo
de Monge. (Sugestdo: Use a parte (a).)
37 23 22 32
21 6 7 10
53 34 30 31
32139 6
43 2115 8

c. Sejaf(i) oindice da coluna que contém o elemento minimo mais a esquerda da linha i. Prove
que f(1) <f(2) £... £f(m) para qualquer arranjo de Monge m x n.

d. Aqui esti uma descri¢io de um algoritmo de dividir e conquistar que calcula o elemento mi-
nimo mais a esquerda em cada linha de um arranjo de Monge m x 1 A:

Construa uma submatriz A’ de A consistindo nas linhas de numeracio par de A. De-
termine recursivamente o minimo mais a esquerda para cada linha de A'. Em segui-

da, calcule o minimo mais a esquerda nas linhas de numeragio impar de A. -



Explique como calcular 0 minimo mais 4 esquerda nas linhas de numeracgio impar de A
(dado que o minimo mais a esquerda das linhas de numeracio seja conhecido) no tempo
O(m + n).

e. Escrevaarecorréncia que descreve o tempo de execugio do algoritmo descrito na parte (d).
Mostre que sua solugio é O(m + n log m).

Notas do capitulo

As recorréncias foram estudadas desde 1202 aproximadamente, por L. Fibonacci, e em sua ho-
menagem os nimeros de Fibonacci receberam essa denominagio. A. De Moivre introduziu o
método de funcdes geradoras (ver Problema 4-5) para resolver recorréncias. O método mestre
foi adaptado de Bentley, Haken e Saxe [41], que fornecem o método estendido justificado pelo
Exercicio 4.4-2. Knuth [182] e Liu [205] mostram como resolver recorréncias lineares usando o
método de fungoes geradoras. Purdom e Brown [252] e Graham, Knuth e Patashnik [132] con-
tém discussoes extensas da resolugio de recorréncias.

Varios pesquisadores, inclusive Akra e Bazzi [13], Roura [262] e Verma [300], forneceram
métodos para resolugio de recorréncias de dividir e conquistar mais gerais do que as que sao re-
solvidas pelo método mestre. Descrevemos aqui o resultado de Akra e Bazzi , que funciona para
recorréncias da forma

k
T(m) = aT{nbl +fm), (4.15)

onde k > 1; todos os coeficientes @, sao positivos € somam pelo menos 1; todos os valores b, sao
maiores que 1; f(n) é limitada, positiva € nao decrescente; €, para todas as constantes ¢ > 1, exis-
tem constantes 72, d > O tais que f(n/c) >df(n) paratodon > n,. Esse método funcionaria sobre
uma recorréncia como IT(n) = T (Ln/3_|) + T(L2n/3J) + O(n), para a qual o método mestre nao se
aplica. Para resolver a recorréncia (4.15), primeiro encontramos o valor de p tal que
Zf: ,a:b; ? =1. (Tal p sempre existe, ele é Ginico € positivo.) A solugio para a recorréncia é entao

T (n) = O(n?) +®(n" I:—(x—)dxj ,

1
xP*

para uma constante n' suficientemente grande. O método de Akra-Bazzi pode ser um tanto difi-
cil de usar, mas ele serve para resolver recorréncias que modelam a divisio do problema em sub-
problemas de tamanhos substancialmente desiguais. O método mestre ¢ mais simples para usar,
mas sé se aplica quando os tamanhos dos subproblemas sao iguais.



Capitulo 5

Analise probabilistica
e algoritmos aleatorios

Este capitulo introduz a anilise probabilistica e os algoritmos aleatdrios. Se estiver pouco familia-
rizado com os fundamentos da teoria das probabilidades, leia o Apéndice C, que apresenta uma
revisio desse assunto. A andlise probabilistica e os algoritmos aleatOrios serao revistos varias ve-
zes ao longo deste livro.

5.1 O problema da contratacao

Suponha que vocé precise contratar um novo auxiliar de escritdrio. Suas tentativas anteriores de
contratacao foram malsucedidas, e vocé decide usar uma agéncia de empregos. A agéncia de em-
pregos lhe enviard um candidato por dia. Vocé entrevistara a pessoa e entao decidira se deve
contrati-la ou nao. Vocé terd de pagar a agéncia de empregos uma pequena taxa para entrevistar
um candidato. Porém, a contratacio real de um candidato é mais onerosa, pois vocé deve despe-
dir seu auxiliar de escritério atual e pagar uma grande taxa de contratagao a agéncia de empre-
g0s. Seu compromisso € ter, a cada momento, a melhor pessoa possivel para realizar o servigo.
Assim, vocé decide que, depois de entrevistar cada candidato, se esse candidato for mais bem
qualificado que o auxiliar de escritério atual, o auxiliar de escritério atual serd despedido e o
novo candidato serd contratado. Vocé esti disposto a pagar o preco resultante dessa estratégia,
mas deseja avaliar qual serd esse preco.

O procedimento HIRE-ASSISTANT, dado a seguir, expressa em pseudocédigo essa estratégia
para contratacio. Ele pressup6e que os candidatos ao emprego de auxiliar de escrit6rio sio nume-
rados de 1 a n. O procedimento presume que vocé pode, depois de entrevistar o candidato 7, deter-
minar se o candidato 7 é o melhor candidato que viu até agora. Para inicializar, o procedimento cria
um candidato ficticio, com o nimero 0, menos qualificado que cada um dos outros candidatos.

HIRE-ASSISTANT (2)

1 melbor « 0 > candidato 0 é um candidato ficticio menos qualificado
2 fori «1ton

3 do entrevistar candidato ¢

4 if candidato 7 é melhor que candidato melbor

5 then melbhor « i

6 contratar candidato 7
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O modelo de custo para esse problema difere do modelo descrito no Capitulo 2. Nio esta-
mos preocupados com o tempo de execucao de HIRE-ASSISTANT, mas sim com o custo referen-
te a entrevistar e contratar. Na superficie, a andlise do custo desse algoritmo pode parecer muito
diferente de analisar o tempo de execucao, digamos, da ordenacao por intercalagio. Porém, as
técnicas analiticas usadas sao idénticas, quer estejamos analisando o custo ou o tempo de execu-
¢ao. Em um ou outro caso, estamos contando o mimero de vezes que certas operagoes basicas
sdo executadas.

Entrevistar tem um custo baixo, digamos c¢;, enquanto contratar é dispendioso, custando c¢,,
Sejam o nimero de pessoas contratadas. Entio, o custo total associado a esse algoritmo € O(nc; +
mc;). Independente de quantas pessoas contratamos, sempre entrevistamos 7 candidatos e, por-
tanto, sempre incorremos no custo #¢; associado a entrevistar. Assim, vamos nos concentrar na
analise de muc;, o custo de contratacio. Essa quantidade varia com cada execugio do algoritmo.

Esse cenario serve como um modelo para um paradigma computacional comum. Com fre-
qiiéncia, precisamos encontrar o valor maximo ou minimo em uma seqgiiéncia, examinando
cada elemento da seqiiéncia e mantendo um “vencedor” atual. O problema da contratagio mo-
dela a forma como atualizamos freqientemente nossa no¢io de qual elemento esta vencendo
no momento.

Analise do pior caso

No pior caso, realmente contratamos cada candidato que entrevistamos. Essa situagao ocorre se
os candidatos chegam em ordem crescente de qualidade, e nesse caso contratamos n vezes, com
o custo total de contratacao O(rcy).

Contudo, talvez seja razoavel esperar que os candidatos nem sempre cheguem em ordem
crescente de qualidade. De fato, ndo temos nenhuma idéia sobre a ordem em que eles chegam,
nem temos qualquer controle sobre essa ordem. Portanto, é natural perguntar o que esperamos
que aconteca em um caso tipico ou médio.

Anilise probabilistica

A analise probabilistica ¢ o uso da probabilidade na anilise de problemas. De modo mais co-
mum, usamos a anilise probabilistica para analisar o tempo de execugio de um algoritmo. As ve-
zes, nos a usamos para analisar outras quantidades, como o custo da contratagio no procedi-
mento HIRE-ASSISTANT. Para executar uma andlise probabilistica, devemos usar o conheci-
mento da distribuicdo das entradas ou fazer suposicdes sobre ela. Em seguida, analisamos nosso
algoritmo, calculando um tempo de execugio esperado. A expectativa € tomada sobre a distri-
buic¢io das entradas possiveis. Desse modo estamos, na verdade, calculando a média do tempo
de execucio sobre todas as entradas possiveis.

Devemos ser muito cuidadosos ao decidir sobre a distribuicdo das entradas. Para alguns proble-
mas, é razoavel supor algo sobre o conjunto de todas as entradas possiveis, € podemos usar a anilise
probabilistica como uma técnica para projetar um algoritmo eficiente € como um meio de obter in-
formagdes para resolver um problema. Em outros problemas, nio podemos descrever uma distri-
buig¢ao de entradas razodvel e, nesses casos, nao podemos utilizar a anilise probabilistica.

No caso do problema da contratagio, podemos pressupor que os candidatos chegam em
uma ordem aleatéria. O que isso significa para esse problema? Supomos que é possivel separar
dois candidatos quaisquer e decidir qual é o candidato mais bem qualificado; isto €, existe uma
ordem total sobre os candidatos. (Consulte o Apéndice B para ver a definicao de uma ordem to-
tal.) Portanto, podemos ordenar cada candidato com um nimero exclusivo de 1 a n, usando or-
denacdo(i) para denotar a ordenagao do candidato #, e adotar a convencao de que uma ordena-
G40 mais alta corresponde a um candidato mais bem qualificado. A lista ordenada (ordena-
¢ao(1), ordenacdo(2), ..., ordenacdo(n)) é uma permutagao da lista (1, 2, ..., n). Dizer que os
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tem igual probabilidade de ser qualquer uma das n! permutacdes dos nameros 1 a #. Como al-
ternativa, dizemos que as ordenagoes formam uma permutacdo aleatoria uniforme; ou seja,
cada uma das n! permutagdes possiveis aparece com igual probabilidade.

A Secio 5.2 contém uma andlise probabilistica do problema da contratacio.

Algoritmos aleatérios

Para utilizar a analise probabilistica, precisamos saber algo a respeito da distribui¢iao sobre as en-
tradas. Em muitos casos, sabemos bem pouco sobre a distribui¢iao das entradas. Mesmo se sou-
bermos algo sobre a distribuicio, talvez nao possamos modelar esse conhecimento em termos
computacionais. Ainda assim, frequentemente podemos usar a probabilidade e o carater aleat6-
rio como uma ferramenta para projeto e analise de algoritmos, tornando aleatério o comporta-
mento de parte do algoritmo.

No problema da contratagao, talvez pareca que os candidatos estao sendo apresentados em
ordem aleatéria, mas nio temos nenhum meio de saber se isso estd ou nio ocorrendo. Desse
modo, para desenvolver um algoritmo aleatério para o problema da contratagiao, devemos ter
maior controle sobre a ordem em que entrevistamos os candidatos. Assim, vamos alterar um
pouco o modelo. Diremos que a agéncia de empregos tem n candidatos, e ela nos envia uma lis-
ta dos candidatos com antecedéncia. A cada dia, escolhemos ao acaso qual candidato entrevis-
tar. Embora nio conhecamos nada sobre os candidatos (além de seus nomes), fizemos uma mu-
danca significativa. Em vez de contar com a suposi¢ao de que os candidatos viraio em ordem alea-
téria, obtivemos o controle do processo e impusemos uma ordem aleatoéria.

De modo mais geral, dizemos que um algoritmo é aleatoério se o seu comportamento é de-
terminado nao apenas por sua entrada, mas também por valores produzidos por um gerador
de numeros aleatorios. Vamos supor que temos a nossa disposi¢aio um gerador de nimeros
aleatérios RANDOM. Uma chamada a RANDOM(a, b) retorna um inteiro entre a e b inclusive,
sendo cada inteiro igualmente provivel. Por exemplo, RANDOM(0, 1) produz O com probabili-
dade 1/2 e produz 1 com probabilidade 1/2. Uma chamada a RANDOM(3, 7) retorna 3, 4, 5, 6 ou
7, cada um com probabilidade 1/5. Cada inteiro retornado por RANDOM ¢ independente dos in-
teiros retornados em chamadas anteriores. Imagine RANDOM como se fosse o langcamento de
um dado de (b —a + 1) lados para obter sua saida. (Na pritica, a maioria dos ambientes de pro-
gramacao oferece um gerador de nimeros pseudo-aleatorios: um algoritmo deterministico
retornando nameros que “parecem" estatisticamente aleatorios.)

Exercicios

5.1-1

Mostre que a hipdtese de que sempre somos capazes de descobrir qual candidato é o melhor na
linha 4 do procedimento HIRE-ASSISTANT implica que conhecemos uma ordem total sobre as
ordenagoes dos candidatos.

5.1-2 «
Descreva uma implementacao do procedimento RANDOM(a, b) que sé faca chamadas a
RANDOM(0, 1). Qual é o tempo de execucio esperado de seu procedimento, como uma fungio
deaeb?

5.13 » :

Suponha que vocé deseja dar saida a 0 com probabilidade 1/2 € a 1 com probabilidade 1/2. Ha
um procedimento BIASED-RANDOM a sua disposi¢io que dd saidaa Q0 ou 1. Asaida é 1 com algu-
ma probabilidade p e 0 com probabilidade 1 -p, onde 0 < p < 1, mas vocé nao sabe qual é o va-
lor de p. Forneca um algoritmo que utilize BIASED-RANDOM como uma sub-rotina e forneca
uma resposta imparcial, retornando 0 com probabilidade 1/2 e 1 com probabilidade 1/2. Qual é
o tempo de execugao esperado de seu algoritmo como uma fungio de p?



5.2 Indicadores de variaveis aleatorias

Para analisar muitos algoritmos, inclusive o problema da contrataciao, usaremos indicadores de
varidveis aleatorias. Os indicadores de varidveis aleatérias fornecem um método conveniente
para conversao entre probabilidades e expectativas. Vamos supor que temos um espago amos-
tral § e um evento A. Entdo, o indicador de varidvel aleatéria 1{A} associado ao evento A é
definido como

1 seAocorre ,

I{A} ={ (5.1)

0 se A nao ocorre .

Como um exemplo simples, vamos determinar o nimero esperado de caras que obtemos
quando lancamos uma moeda comum. Nosso espaco amostral é S = {H, T}, e definimos uma va-
ridvel aleat6ria Y que assume os valores H e T, cada um com probabilidade 1/2. Podemos entio
definir um indicador de varidvel aleat6ria X, associado ao resultado cara no lancamento da moe-
da, o que podemos expressar como o evento Y = H. Essa varidvel conta o nimero de caras obti-
das nesse lancamento, e tem o valor 1 se a moeda mostra cara e 0 em caso contrario. Escrevemos

1 seY =H,

Xy =HyY=H}=
H {O seY =T.

O ntimero esperado de caras obtidas em um lancamento da moeda é simplesmente o valor
esperado de nosso indicador de varidvel Xy,

E[Xy] = E[{Y = H}]
1-Pe{Y=H}+0- -Pe{¥Y=T}
1-(1/2) +0 - (1/2)

1/2.

]

Desse modo, o nimero esperado de caras obtidas por um lancamento de uma moeda co-
mum € 1/2. Como mostra o lema a seguir, o valor esperado de um indicador de varidvel aleatéria
associado a um evento A € igual a probabilidade de A ocorrer.

Lema 5.1
Dado um espago amostral S.e um evento A no espago amostral S, sejaX, = I{A}. Entdo, E{X,} =
Pr{A}.

Prova Pela defini¢ao de indicador de variavel aleatéria da equagio (5.1) e pela defini¢ao de
valor esperado, temos

E[X,] = E[I{A}]
=1 Pr{A} + 0 - Pr{A}
= Pr{A},
onde A denota S — A, o complemento de A. =

Embora os indicadores de varidveis aleatorias possam parecer incOmodos para uma aplica-
76| §a0 como a contagem do numero esperado de caras no lancamento de uma tnica moeda, eles



sdo uteis para analisar situagoes em que realizamos testes aleatorios repetidos. Por exemplo, in-
dicadores de varidveis aleat6rias nos dio um caminho simples para chegar ao resultado da equa-
¢a0 (C.36). Nessa equagao, calculamos o nimero de caras em z lancamentos de moedas, consi-
derando separadamente a probabilidade de obter O cara, 1 cara, 2 caras etc. Contudo, o método
mais simples proposto na equagao (C.37) na realidade utiliza implicitamente indicadores de va-
ridveis aleatdrias. Tornando esse argumento mais explicito, podemos fazer de X; o indicador de
variavel aleat6ria associado ao evento no qual o 7-ésimo langamento mostra cara. Sendo Y; a va-
ridvel aleatOria que denota o resultado do i-ésimo lancamento, temos que X; = {Y; = H}. SejaX
a variavel aleatdria que denota o nimero total de caras em 7 langcamentos de moedas; assim,

x-$x,.
i=1

Desejamos calcular o nimero esperado de caras; para isso, tomamos a expectativa de ambos
os lados da equagiao anterior para obter

E[X]=E{:iXi]

O lado esquerdo da equagao anterior € a expectativa da soma de » varidveis aleatorias. Pelo
Lema 5.1, podemos calcular facilmente a expectativa de cada uma das varidveis aleatoérias.
Pela equagao (C.20) - linearidade de expectativa — € ficil calcular a expectativa da soma: ela é
igual 2 soma das expectativas das » varidveis aleatOrias.

A linearidade de expectativa torna o uso de indicadores de varidveis aleatorias uma técnica
analitica poderosa; ela se aplica até mesmo quando existe dependéncia entre as variaveis aleats-
rias. Agora podemos calcular com facilidade o namero esperado de caras:

E[X]=E[2X,}

E[X,]

il
.Ma

1
[

1/2

il
M=

-
Il
-

=n/2.

Desse modo, em comparagio com o método empregado na equacgio (C.306), os indicadores
de variaveis aleatorias simplificam muito o cilculo. Utilizaremos indicadores de variaveis aleat6-
rias em todo este livro.

Anilise do problema da contratacao com o uso
de indicadores de variaveis aleatOrias

Voltando ao problema da contratagio, agora desejamos calcular o namero esperado de vezes
que contratamos um novo auxiliar de escritério. Com a finalidade de usar uma analise probabi-
listica, supomos que os candidatos chegam em uma ordem aleatéria, como discutimos na se¢io
anterior. (Veremos na Se¢ao 5.3 como remover essa suposi¢io.) Seja X a varidvel aleatéria cujo
valor é igual ao nimero de vezes que contratamos um novo auxiliar de escritorio. Poderiamos
entdo aplicar a defini¢io de valor esperado da equagio (C.19) para obter



E[X]= Zn:xPr{X =x},

mas esse cilculo seria incomodo. Em vez disso, utilizaremos indicadores de varidveis aleatorias
para simplificar bastante o cilculo.

Para usar indicadores de varidveis aleatérias, em lugar de calcular E[X ] definindo uma tinica
variavel associada ao namero de vezes que contratamos um novo auxiliar de escrit6rio, defini-
mos n varidveis relacionadas ao fato de cada candidato especifico ser ou ndo contratado. Em par-
ticular, fazemos de X, o indicador de varidvel aleat6ria associado ao evento em que o i-ésimo
candidato é contratado. Desse modo,

) L 1 se o candidato i é contratado,
X; = I {candidato i é contratado} = ] . 5.2)
0 se o candidato ¢ nao é contratado.

X=X, +X+ . +X, . (5.3)
Pelo Lema 5.1, temos que

E[X;] = Pr {candidato i é contratado} ,

e devemos entio calcular a probabilidade de que as linhas 5 e 6 de HIRE-ASSISTANT sejam exe-
cutadas.

O candidato ¢ é contratado, na linha 5, exatamente quando o candidato 7 € melhor que cada
um dos candidatos 1 a7 — 1. Como presumimos que os candidatos chegam em uma ordem alea-
tOria, os primeiros i candidatos apareceram em uma ordem aleatéria. Qualquer um desses ¢ pri-
meiros candidatos tem igual probabilidade de ser o mais bem qualificado até o momento. O can-
didato 7 tem uma probabilidade 1/ de ser mais bem qualificado que os candidatos 1 ai—1 e, des-
se modo, uma probabilidade 1/7 de ser contratado. Pela Lema 5.1, concluimos que

E[X,] = V/i . 54
Agora podemos calcular E[X]:

E[X]=E [Zn: X,] (pela equagio (5.3)) (5.5)

il
M=

E [X,] (pela linearidade de expectativa)

-
It
—

i 1/i (pela equagio (5.4))

78’ =Inn+0(1) (pela equacio (A.7)). (5.6



Apesar de entrevistarmos 7 pessoas, na realidade s6 contratamos aproximadamente In n de-
las, em média. Resumimos esse resultado no lema a seguir.

Lema 5.2
Supondo que os candidatos sejam apresentados em uma ordem aleatéria, o algoritmo
HIRE-ASSISTANT tem um custo total de contratacio O(cy, In »).

Prova O limite decorre imediatamente de nossa defini¢io do custo de contratacao e da equa-
¢io (5.6).

O custo esperado de contratagao ¢ uma melhoria significativa sobre o custo de contratacio
do pior caso, O(n ¢p).

Exercicios

5.2-1

Em HIRE-ASSISTANT, supondo que os candidatos sejam apresentados em uma ordem aleatoria,
qual € a probabilidade de vocé contratar exatamente uma vez? Qual € a probabilidade de vocé
contratar exatamente 7 vezes?
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Em HIRE-ASSISTANT, supondo que os candidatos sejam apresentados em uma ordem aleatoria,
qual é a probabilidade de vocé contratar exatamente duas vezes?

5.23

Use indicadores de varidaveis aleatdrias para calcular o valor esperado da soma de n dados.

524

Use indicadores de variaveis aleatérias para resolver o problema a seguir, conhecido como o
problema da chapelaria. Cadaum entre 7 clientes entrega um chapéu ao funcionario da cha-
pelaria em um restaurante. O funciondrio devolve os chapéus aos clientes em ordem aleatoéria.
Qual é o namero esperado de clientes que recebem de volta seus proprios chapéus?

5.2-5

SejaA[1.. n] um arranjo de » nimeros distintos. Se 7 < j e A[Z] > A[/], entdo o par (7, f) € chama-
do uma inversdao de A. (Veja no Problema 2-4 mais informacoes sobre inversoes.) Suponha que
cada elemento de A seja escolhido ao acaso, independentemente e de maneira uniforme no in-
tervalo de 1 an. Use indicadores de varidveis aleatérias para calcular o nimero esperado de in-
versoes.

5.3 Algoritmos aleatdrios

Na secido anterior, mostramos como o conhecimento de uma distribuicio sobre as entradas
pode nos ajudar a analisar o comportamento de um algoritmo no caso médio. Muitas vezes, nio
temos tal conhecimento, € nenhuma anailise de caso médio é possivel. Como mencionamos na
Secio 5.1, talvez possamos usar um algoritmo aleatdrio.

No caso de um problema como o problema da contratagiao, no qual é atil supor que todas as
permutagoes da entrada sdo igualmente provaveis, uma analise probabilistica orientara o desen-
volvimento de um algoritmo aleatério. Em vez de pressupor uma distribui¢io de entradas, im-
pomos uma distribui¢io. Em particular, antes de executar o algoritmo, permutamos a0 acaso os
candidatos, a fim de impor a propriedade de que cada permutagio € igualmente provavel. Essa
modificacio nao altera nossa expectativa de contratar um novo auxiliar de escritorio aproxima-
damente In n vezes. Contudo, ela significa que, para qualquer entrada, esperamos que seja esse
o caso, em vez de entradas obtidas a partir de uma distribuicao particular.



Agora, exploramos um pouco mais a distin¢io entre a anilise probabilistica e os algoritmos
aleatoérios. Na Sec¢io 5.2 afirmamos que, supondo-se que os candidatos se apresentem em uma
ordem aleatéria, o nimero esperado de vezes que contratamos um novo auxiliar de escritério é
cercade In n. Observe que o algoritmo é deterministico nesse caso; para qualquer entrada parti-
cular, o nimero de vezes que um novo auxiliar de escritério € contratado sempre serd o mesmo.
Além disso, o nimero de vezes que contratamos um novo auxiliar de escritério difere para entra-
das distintas e depende das ordenagoes dos diversos candidatos. Tendo em vista que esse niime-
ro depende apenas das ordenacgdes dos candidatos, podemos representar uma entrada particu-
lar listando, em ordem, as ordenagoes dos candidatos, ou seja, (ordenacdo(1), ordenacgdo(2),
..., ordenacdo(n)). Dada lista de ordenacaoA; =(1,2,3,4,5,06, 7, 8,9, 10), um novo auxiliar de
escritorio sempre sera contratado 10 vezes, pois cada candidato sucessivo € melhor que o ante-
rior, e as linhas 5 e 6 serdo executadas em cada iteragio do algoritmo. Dada a lista de ordenacoes
A, =(10,9,8,7,6,5, 4, 3,2, 1), um novo auxiliar de escritdrio sera contratado apenas uma vez,
na primeira iteracdo. Dada uma lista de ordenagbes A; = (5, 2, 1, 8, 4, 7, 10, 9, 3, 6), um novo au-
xiliar de escritério serd contratado trés vezes, ap6s a entrevista com os candidatos de ordena-
¢oes 5, 8 e 10. Lembrando que o custo de nosso algoritmo depende de quantas vezes contrata-
mos um novo auxiliar de escritério, vemos que existem entradas dispendiosas, como A, entra-
das econdmicas, como A, e entradas moderadamente dispendiosas, como Aj.

Por outro lado, considere o algoritmo aleatério que primeiro permuta os candidatos, e de-
pois determina o melhor candidato. Nesse caso, a aleatoriedade esta no algoritmo, € ndo na dis-
tribuicio de entradas. Dada uma entrada especifica, digamos a entrada A; anterior, nio pode-
mos dizer quantas vezes o maximo serd atualizado, porque essa quantidade ¢ diferente a cada
execucgdo do algoritmo. A primeira vez em que executamos o algoritmo sobre A;, ele pode pro-
duzir a permutaciao A; e executar 10 atualiza¢ées enquanto, na segunda vez em que executamos
o algoritmo, podemos produzir a permutagio A, e executar apenas uma atualizacio. Na terceira
vez em que o executamos, podemos produzir algum outro namero de atualizaces. A cada vez
que executamos o algoritmo, a execug¢ao depende das escolhas aleatorias feitas e ela provavel-
mente ira diferir da execucio anterior do algoritmo. Para esse algoritmo e muitos outros algorit-
mos aleatérios, nenbuma entrada especifica induz seu comportamento no pior caso. Nem
mesmo pior inimigo podera produzir um arranjo de entrada ruim, pois a permutagio aleatoria
torna irrelevante a ordem de entrada. O algoritmo aleatério s6 funcional mal se o gerador de nu-
meros aleatérios produzir uma permutacio “sem sorte".

No caso do problema da contratagio, a inica alteragio necessiria no cédigo tem a finalidade
de permutar o arranjo ao acaso.

RANDOMIZED-HIRE-ASSISTANT (72)
1 permutar aleatoriamente a lista de candidatos
2 melbor <0 > candidato 0 é um candidato ficticio menos qualificado
3 fori<—1ton
4 do entrevistar candidato 7
if candidato 7 € melhor que candidato melbor

then melbor < i

contratar candidato 7

~N S\ W

Com essa mudanga simples, criamos um algoritmo aleatdrio cujo desempenho corresponde
ao que obtivemos supondo que os candidatos se apresentavam em uma ordem aleatdria.

Lema 5.3
O custo esperado de contratacio do procedimento RANDOMIZED-HIRE-ASSISTANT € O(c,, Inn).

Prova Depoisde permutar o arranjo de entrada, chegamos a uma situagao idéntica a da anali-
4| s€ probabilistica de HIRE-ASSISTANT.



A comparagio entre os Lemas 5.2 e 5.3 evidencia a diferenga entre a andlise probabilistica e os al-
goritmos aleatérios. No Lema 5.2, fizemos uma suposigiao sobre a entrada. No Lema 5.3, nao fize-
mos tal suposicio, embora a aleatoriedade da entrada demore algum tempo extra. No restante desta
secdo, discutiremos algumas questdes relacionadas com a permutagio aleatéria das entradas.

Permutacao aleatoria de arranjos

Muitos algoritmos aleatdrios fazem a aleatoriedade da entrada permutando o arranjo de entrada
dado. (Existem outras maneiras de usar a aleatoriedade.) Aqui, descreveremos dois métodos
para esse fim. Supomos que temos um arranjo A que, sem perda de generalidade, contém os ele-
mentos 1 a n#. Nossa meta é produzir uma permutacao aleatéria do arranjo.

Um método comum € atribuir a cada elementoA[#] do arranjo uma prioridade aleat6ria P[7],
e depois ordenar os elementos de A de acordo com essas prioridades. Por exemplo, se nosso ar-
ranjo inicial fosse A = (1, 2, 3, 4) e escolhéssemos prioridades aleatérias P = (36, 3,97, 19), pro-
duziriamos um arranjo B = (2, 4, 1, 3), pois a segunda prioridade é a menor, seguida pela quarta,
depois pela primeira e finalmente pela terceira. Denominamos esse procedimento
PERMUTE-BY-SORTING:

PERMUTE-BY-SORTING (A)

1 n <« comprimento[A]

2 forie1ton

3 do P[i{] = RANDOM(1, n%)

4 ordenar A, usando P como chaves de ordenagao
5 return A

A linha 3 escolhe um niimero aleatério entre 1 e #3. Usamos um intervalo de 1 a n? para tor-
nar provavel que todas as prioridades em P sejam exclusivas.

(O Exercicio 5.3-5 lhe pede para provar que a probabilidade de todas as entradas serem exclusi-
vas € pelo menos 1 - 1/z, e o Exercicio 5.3-6 pergunta como implementar o algoritmo ainda que
duas ou mais prioridades sejam idénticas.) Vamos supor que todas as prioridades sejam exclusivas.

A etapa demorada nesse procedimento é a ordenac¢io na linha 4. Como veremos no Capitulo
8, se usarmos uma ordenagio por comparacao, a ordenagao demorari o tempo Q(n 1g 7). Pode-
mos alcangar esse limite inferior, pois vimos que a ordenagao por intercalagio demora o tempo
O(n lg n). (Veremos na Parte II outras ordenagbes por comparagio que tomam o tempo O(z Ig
n).) Depois da ordenacio, se P[] for a j-ésima menor prioridade, entido A[7] estard na posi¢ao j
dasaida. Dessa maneira, obteremos uma permutagio. Resta provar que o procedimento produz
uma permutacao aleatoria uniforme, isto é, que toda permutacio dos nameros de 1 az tem
igual probabilidade de ser produzida.

Lema 5.4
O procedimento PERMUTE-BY-SORTING produz uma permutacao aleatéria uniforme da entra-
da, supondo que todas as prioridades sao distintas.

Prova Comeg¢amos considerando a permutagio particular em que cada elemento A[7] recebe
a i-ésima menor prioridade. Mostraremos que essa permutagio ocorre com probabilidade exa-
tamente igual a 1/n!. Parai = 1, 2, ..., n, seja X; o evento em que o elemento A[7] recebe a i-ésimo
menor prioridade. Entiao, desejamos calcular a probabilidade de que, para todo 7, o evento X;
ocorra, que é

PriX,NX,NX;N..NX,_;NX,}.

Usando o Exercicio C.2-6, essa probabilidade é igual a
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Temos que Pr {X;} = 1/n porque essa é a probabilidade de que uma prioridade escolhida ao
acaso em um conjunto de # seja a menor. Em seguida, observamos que Pr {X, | X} = 1/(n~1)
porque, dado que o elemento A[1] tem a menor prioridade, cadaum dos 7 — 1 elementos restan-
tes apresenta uma chance igual de ter a segunda menor prioridade. Em geral, parai = 2, 3, ..., n,
temosque Pri{X; | X; ;NX,_,N---NX,} = 1/(n-i+ 1) pois, dado que os elementos A[ 1] até A[
—1] tém as 7 — 1 menores prioridades (em ordem), cada um dos 7z — (i — 1) elementos restantes
apresenta uma chance igual de ter a i-ésima menor prioridade. Desse modo, temos

Pr{X;NX;NX;N---NX,_; NX,} =(l) (_l_j (l) (lj
n/\n-1 2/\1

€ mostramos que a probabilidade de obtermos a permutacio de identidade é 1/n!.

Podemos estender essa prova a qualquer permutagio de prioridades. Considere qualquer
permutacao fixa o = (g(1), 6(2), ..., 6(n)) do conjunto {1, 2, ..., n}. Vamos denotar por r; a orde-
nacdo da prioridade atribuida ao elemento A[¢], onde o elemento com a j-ésima menor priorida-
de tem a ordenacidoj. Se definirmos X; como o evento em que o elemento A[7] recebe a o(¥)-ési-
ma menor prioridade, ou r; = ¢(7), amesma prova ainda se aplicard. Entio, se calcularmos a pro-
babilidade de obter qualquer permutagio especifica, o cilculo sera idéntico ao anterior, de for-
ma que a probabilidade de se obter essa permutagio também sera 1/n!.

Poderiamos imaginar que, para provar que uma permuta¢ao é uma permutagio aleatéria
uniforme é suficiente mostrar que, para cada elemento A[7], a probabilidade de que ele termine
na posicdojé 1/n. O Exercicio 5.3-4 mostra que essa condi¢io mais fraca é, de fato, insuficiente.

Um método melhor para gerar uma permutagio aleatdria € permutar o arranjo dado no local.
O procedimento RANDOMIZE-IN-PLACE faz isso no tempo O(#). Na iteracio 7, o elemento A[#] é
escolhido ao acaso entre os elementos A[7] a A[n]. Depois da iteracio 7, A[¢] nunca é alterado.

RANDOMIZE-IN-PLACE(A)

1 n < comprimento|A]

2 fori—1ton

3 do trocar A[i] <> A[RANDOM(, n)]

Usaremos um loop invariante para mostrar que o procedimento RANDOMIZE-IN-PLACE
produz uma permutacio aleatdria uniforme. Dado um conjunto de # elementos, uma permuta-
¢ao de k € uma sequiéncia contendo k dos # elementos. (Consulte o Apéndice B.) Existem n!/(n -
k)! dessas permutacbHes de & possiveis.

Lema 5.5
O procedimento RANDOMIZE-IN-PLACE calcula uma permutagio aleat6ria uniforme.

Prova Usamos o seguinte loop invariante:

Imediatamente antes da i-ésima iteragiao do loop for das linhas 2 e 3, para cada permutacio
de (- 1) possivel, o subarranjoA[ 1 ..7— 1] contém essa permutacao de ( — 1) com probabilidade
82‘ n-i+ 1n!.



Precisamos mostrar que esse invariante € verdadeiro antes da primeira iteracao do loop, que
cadaiteragio do loop mantém o invariante e que o invariante fornece uma propriedade util para
mostrar a corre¢io quando o loop termina.

Inicializacao: Considere a situagio imediatamente antes da primeira iteragao do loop, de for-
ma que ¢ = 1. O loop invariante nos diz que, para cada permutacio de O possivel, o subarranjo
A[1..0] contém essa permutacio de 0 com probabilidade (n—i + 1)!/n! = n!/n! = 1. O subarran-
jo A[1 .. 0] é um subarranjo vazio € uma permutagio de 0 nao tem nenhum elemento. Desse
modo, A[1 .. 0] contém qualquer permutag¢io de 0 com probabilidade 1, e o loop invariante é va-
lido antes da primeira iteragio.

Manutencao: Supomos que, imediatamente antes da (i — 1)-ésima iteracdo, cada permutacio
de (i- 1) possivel aparece no subarranjoA[1..7— 1] com probabilidade (n -7 + 1)!/n!, e mostra-
remos que, apos a i-ésima iteracio, cada permutagio de ¢ possivel aparece no subarranjoA{1 .. 7]
com probabilidade (z —7)!/n!. Incrementar ¢ para a proxima iteragao manterd entdo d loop inva-
riante.

Vamos examinar a {-ésima iteragdo. Considere uma permutacio de i especifica e denote os
elementos que ela contém por (xy, x,, ..., X;). Essa permutagao consiste em uma permutacio de
(i-1) (xq, ..., x;_ 1) seguida pelo valor x; que o algoritmo insere em A[7]. Seja E; 0 evento em que
as primeiras 7 — 1 iteragdes criaram a permutagao de (- 1) (xy, ..., x;_ ) especificaem A[1 .. - 1].
Pelo loop invariante, Pr{E;} = (n—-i + 1)!/n!. Seja E, o evento em que a i-ésima iteragao insere x;
na posicao A[7]. A permutagao de i {(xq, ..., x;) € formada em A[1 .. 7] precisamente quando tanto
E, quanto E, ocorrem, e assim desejamos calcular Pr {E, N E;}. Usando a equagio (C.14), temos

Pr {E, N E;} = Pr {E, | E;} Pr {E,} .

A probabilidade Pr {E, | E,} éigual a 1/(n —i + 1) porque, na linha 3, o algoritmo escolhe x;
ao acaso entre os n —i + 1 valores nas posigcoes A[7 .. n]. Desse modo, temos

Pr{E, NE,} =Pr{E,|E,}Pe{E,}

1 '(n—z'+1)!
n—i+1 7!

_(n—-i)!
- n'

Término: No término, i = n + 1, e temos que o subarranjoA[1 .. n] é uma permutacio de z dada
com probabilidade (n — n)!/n! = 1/n!.

Portanto, RANDOMIZE-IN-PLACE produz uma permutagao aleatdria uniforme. [

Com freqiiéncia, um algoritmo aleat6rio € a maneira mais simples e eficiente de resolver um
problema. Usaremos os algoritmos aleatérios ocasionalmente em todo o livro.

Exercicios

5.3-1
O professor Marceau faz objecées ao loop invariante usado na prova do Lema 5.5. Ele questiona
se o loop invariante é verdadeiro antes da primeira iteracio. Seu raciocinio é que seria possivel 8



quase com a mesma facilidade declarar que um subarranjo vazio nio contém nenhuma permu-
tagio de 0. Assim, a probabilidade de um subarranjo vazio conter uma permutagao de 0 deve ser
0, invalidando assim o loop invariante antes da primeira iteracio. Reescreva o procedimento
RANDOMIZE-IN-PLACE, de forma que seu loop invariante associado se aplique a um subarranjo
ndo vazio antes da primeira itera¢ao, e modifique a prova do Lema 5.5 de acordo com seu proce-
dimento.

5.3-2
O professor Kelp decide escrever um procedimento que produzira ao acaso qualquer permuta-
¢io além da permutacio de identidade. Ele propde o seguinte procedimento:

PERMUTE-WITHOUT-IDENTITY(A)

1 n < comprimento[A]

2 fori—1ton

3  do trocar A[i] <> A[RANDOM( + 1, n)]

Esse codigo faz o que professor Kelp deseja?

533
Suponha que, em vez de trocar o elemento A[7] por um elemento aleatério do subarranjo Afi ..
n], n6s o trocamos por um elemento aleatério de qualquer lugar no arranjo:

PERMUTE-WITH-ALL(A) }

1 n < comprimento|A]

2 forie—1ton

3 do trocar A[i] < A[RANDOM(1, n)]

Esse codigo produz uma permutacio aleatéria uniforme? Por que ou por que nao?

534
O professor Armstrong sugere o procedimento a seguir para gerar uma permutagio aleatoria
uniforme:

PERMUTE-BY-CYCLIC (A)

1 n <« comprimentolA]

2 deslocamento < RANDOM(1, n)
3 fori<—1ton

4 do dest < i + deslocamento
5 if dest > n

6 then dest < dest —n
7 B[dest] « A[{]

8 return B

Mostre que cada elemento A[#] tem uma probabilidade 1/z de terminar em qualquer posi¢ao
particular em B. Em seguida, mostre que o professor Armstrong estd equivocado, demonstran-
do que a permutagio resultante nao é uniformemente aleatdria.

535 «
Prove que, no arranjo P do procedimento PERMUTE-BY-SORTING, a probabilidade de todos os
elementos serem exclusivos é pelo menos 1 - 1/n.

5.3-6

Explique como implementar o algoritmo PERMUTE-BY-SORTING para tratar o caso em que

duas ou mais prioridades sao idénticas. Isto €, seu algoritmo deve produzir uma permutagio alea-
¢/ toria uniforme, ainda que duas ou mais prioridades sejam idénticas.



* 5.4 Analise probabilistica e usos adicionais
de indicadores de variaveis aleatdrias

Esta se¢io avangada ilustra um pouco mais a analise probabilistica por meio de quatro exem-
plos. O primeiro determina a probabilidade de, em uma sala com & pessoas, algum par compar-
tilhar a mesma data de aniversario. O segundo exemplo examina o langamento aleatério de bo-
las em caixas. O terceiro investiga “sequi€ncias” de caras consecutivas no langcamento de moedas.
O exemplo final analisa uma variante do problema da contratag¢io, na qual vocé tem de tomar
decisées sem entrevistar realmente todos os candidatos.

5.4.1 O paradoxo do aniversario

Nosso primeiro exemplo é o paradoxo do aniversdrio. Quantas pessoas devem estar €m uma
sala antes de existir uma chance de 50% de duas delas terem nascido no mesmo dia do ano? A
resposta € um namero de pessoas surpreendentemente pequeno. O paradoxo € que esse nime-
ro € de fato muito menor que o namero de dias do ano, ou até menor que metade do niumero de
dias de um ano, como veremos.

Para responder a pergunta, indexamos as pessoas na sala com os inteiros 1, 2, ..., &k, onde k é
o numero de pessoas na sala. Ignoramos a questao dos anos bissextos e supomos que todos os
anos témn = 365 dias. Parai = 1, 2, ..., &, seja b; o dia do ano em que recai 0 aniversario da pes-
soa i, onde 1 < b; < n. Supomos também que 0s aniversarios estio uniformemente distribuidos
aolongo dosn diasdoano, detal formaquePr{b,=r} = 1/mparai=1,2,...ker=1,2,..,n.

A probabilidade de que duas pessoas, digamos 7 e j, tenham datas de aniversario coinciden-
tes depende do fato de ser independente a selecdo aleatéria dos aniversarios. Supomos de agora
em diante que os aniversirios sio independentes, e entio a probabilidade de que o aniversirio
de 7 e 0 aniversirio de j recaiam ambos no dia r é

Pri{b,=rebj=r} = Pri{b,=r}Pr{b;=r}

= 1/n?%.
Desse modo, a probabilidade de que ambos recaiam no mesmo dia é

Prib, =b,} =3 Prib, =reb, =1}
=/
=1/n. 5.7)

Mais intuitivamente, uma vez que bi é escolhido, a probabilidade de bj ser escolhido com o
mesmo valor é 1/n. Desse modo, a probabilidade de 7 e j terem o mesmo dia de aniversirio € igual
a probabilidade de o aniversirio de um deles recair em um determinado dia. Porém, observe que
essa coincidéncia depende da suposicio de que os dias de aniversirio sio independentes.

Podemos analisar a probabilidade de pelo menos 2 entre & pessoas terem aniversarios coin-
cidentes examinando o evento complementar. A probabilidade de pelo menos dois aniversirios
coincidirem é 1 menos a probabilidade de todos os aniversarios serem diferentes. O evento em
que k pessoas tém aniversarios distintos é

k
B, =[)A,

i=1
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onde A, é 0 evento em que o dia do aniversario da pessoa i é diferente do aniversario da pessoaj
para todoj < i. Tendo em vista que podemos escrever B, = A, N B, _,, obtemos da equagao
(C.16) a recorréncia

Pr {Bk} = Pr {Bk—l} Pr {Ak | Bk—l} , (58)

onde consideramos Pr {B;} = Pr {A;} = 1 uma condig¢io inicial. Em outras palavras, a probabili-
dade de que b4, b,, ..., b, sejam aniversarios distintos é a probabilidade de b4, b,, ..., b, ; serem
aniversdrios distintos vezes a probabilidade de que b, ... b;parai = 1,2, ...,k—1,dadoque by, b,,
..., by s20 distintos.

Se by, b,, ..., by, sio distintos, a probabilidade condicionalde que by, ... b;parai = 1,2, ..., k-
1éPr{A, | B,_,} = (n—-k + 1)/n, pois, dos n dias, existem n — (k — 1) que nio sio tomados. Apli-
camos de forma iterativa a recorréncia (5.8) para obter

Pr{B,} = Pr{B,_,} Pr{A, | B, i}

= Pr{B;,_ 1} Pr{A,; | Bp 2} Pr{A; | By}

= Pr{B;} Pr{A,} | B;} Pr{A; | B,} ... Pr{4, | By}
:1.(n—1J(n—2)‘__(n—k+1)
n n n
_ .(1_1)(1&)..[1_1«;:_1)_
n n n

A desigualdade (3.11), 1 + x < €¥, nos fornece

Pr{B,} <eVn e g k-Din
_ e—zzlli/n
— ok(k-1)/2n

<1/2

quando -k(k - 1)/2n < In(1/2). A probabilidade de que todos os k aniversirios sejam distintos €
no maximo 1/2 quando k(k — 1) > 2n In 2 ou, resolvendo a equagio quadritica, quando k& =
(1+4/1+(81n2)n)/2 .Paran = 365, devemos ter k > 23. Portanto, se pelo menos 23 pessoas es-
td0 em uma sala, a probabilidade é de pelo menos 1/2 de que no minimo duas pessoas tenham a
mesma data de aniversario. Em Marte, um ano tem a duracio de 669 dias marcianos; entao, seriam
necessarios 31 marcianos para conseguirmos o mesmo efeito.



Uma analise usando indicadores de variaveis aleatorias

Podemos usar indicadores de varidveis aleatérias para fornecer uma anilise mais simples, embo-
ra aproximada, do paradoxo do aniversario. Para cada par (4, f) das k pessoas na sala, vamos defi-

nir o indicador de variavel aleatéria X, para 1 <i <j <k, por

X; = I{apessoaieapessoajtém o mesmo dia de aniversirio}

1 sea pessoaie apessoajtém o mesmo dia de aniversirio ,
0 em caso contrdrio .
Pela equagio (5.7), a probabilidade de que duas pessoas tenham aniversirios coincidentes
é 1/n e, desse modo, pelo Lema 5.1, temos

E[X;] = Pr{apessoai e apessoajtém o mesmo dia aniversirio}

= 1/n.

Sendo X a varidvel aleatéria que conta o namero de pares de individuos que tém a mesma
data de aniversdrio, temos

Tomando as expectativas de ambos os lados e aplicando a linearidade de expectativa, obte-
mos

E[X|=E i in

i=1 j=i+1

Quando k(k - 1) > 2n, o namero esperado de pares de pessoas com a mesma data de aniver-
sario é pelo menos 1. Desse modo, se tivermos pelo menos V27 +1individuos em uma sala, po-
deremos esperar que no minimo dois deles facam aniversario no mesmo dia. Para n = 365, se k
= 28, o nimero esperado de pares com o mesmo dia de aniversario é (28 - 27)/(2 -+ 365) =~
1,0356. Assim, com pelo menos 28 pessoas, esperamos encontrar no minimo um par de aniver-
sarios coincidentes. Em Marte, onde um ano corresponde a 669 dias marcianos, precisariamos
de pelo menos 38 marcianos.

A primeira andlise, que usou somente probabilidades, determinou o nimero de pessoas ne-
cessarias para que a probabilidade de existir um par de datas de aniversario coincidentes exceda
1/2, e asegunda anilise, que empregou indicadores de varidveis aleatérias, determinou o nime-
ro tal que a quantidade esperada de aniversarios coincidentes € 1. Embora os nimeros exatos de
pessoas sejam diferentes nas duas situacdes, eles sio assintoticamente iguais: @(«/;).



5.4.2 Bolas e caixas

Considere o processo de lancgar aleatoriamente bolas idénticas em b caixas, com a numeragio 1,
2, ..., b. Os langamentos siao independentes, e em cada langamento a bola tem igual probabilida-
de de terminar em qualquer caixa. A probabilidade de uma bola langada cair em qualquer caixa
dada é 1/b. Desse modo, o processo de lan¢camento de bolas é uma seqiiéncia de experiéncias de
Bernoulli (consulte o Apéndice C, Seciao C.4) com uma probabilidade de sucesso 1/b, onde su-
cesso significa que a bola cai na caixa dada. Esse modelo € particularmente qtil para analisar o
hash (consulte o Capitulo 11), e podemos responder a uma variedade de perguntas interessan-
tes sobre o processo de langamento de bolas. (O problema C-1 formula perguntas adicionais so-
bre bolas € caixas.)

Quantas bolas caem em uma determinada caixa? O nimero de bolas que caem em uma ca-
ixa dada segue a distribui¢ao binomial b (k; n, 1/b). Se n bolas sio langadas, a equacgao (C.36) nos
informa que o nimero esperado de bolas que caem na caixa dada é n/b.

Quantas bolas devem ser lancadas, em média, até uma caixa dada conter uma bola? O
nuamero de lances até a caixa dada receber uma bola segue a distribui¢io geométrica com proba-
bilidade 1/b e, pela equacgio (C.31), o nimero esperado de lances até o sucesso é 1/(1/b) = b.

Quantas bolas devem ser lancadas até toda caixa conter pelo menos uma bola? Vamos
chamar um langamento em que uma bola cai em uma caixa vazia de “acerto”. Queremos saber o
namero esperado n de langamentos necessirios para se conseguir b acertos.

Os acertos podem ser usados para particionar os n langamentos em fases. A #-ésima fase con-
siste nos langcamentos depois do (Z — 1)-ésimo acerto até o i-ésimo acerto. A primeira fase consis-
te no primeiro langamento, pois temos a garantia de um acerto quando todas as caixas estao va-
zias. Para cada langcamento durante a i-ésima fase, existem 7 — 1 caixas que contémbolase b -7 + 1
caixas vazias. Desse modo, para cada lancamento na i-ésima fase, a probabilidade de se obter um
acerto é (b-i + 1)/b.

Seja 72, 0 nimero de lancamentos na i-ésima fase. Portanto, o niimero de lancamentos exigi-
dos para se conseguir b acertos é n = Z’; , 1, Cada varidvel aleat6ria n, tem uma distribui¢ao
geométrica com probabilidade de sucesso (b — i + 1)/b e, pela equacio (C.31),

b

Ry

Por linearidade de expectativa,

E[n]=E [in,}

i=1
b

=z E[":]

i=1

=b(n b +O0(1)) .

A ultima linha decorre do limite (A.7) sobre a série harmonica. Entdo, ocorrem aproximada-
gg| mente b In b langamentos antes de podermos esperar que toda caixa tenha uma bola. Esse pro-



blema também ¢é conhecido como o problema do colecionador de cupons, e nos diz que
uma pessoa que tenta colecionar cada um de b cupons diferentes deve adquirir aproximada-
mente b In b cupons obtidos ao acaso para ter sucesso.

5.4.3 Seqiiéncias

Suponha que vocé lance uma moeda comum 7 vezes. Qual é a seqiiéncia mais longa de caras
consecutivas que vocé espera ver? A resposta é O(Ig n), como mostra a andlise a seguir.

Primeiro, provamos que o comprimento esperado da mais longa seqiiéncia de caras é O(lg
n). A probabilidade de que cada langcamento de moeda seja uma cara é 1/2. Seja A;, 0 evento em
que uma sequéncia de caras de comprimento no minimo £ comeg¢a com o i-ésimo langamento
de moeda ou, mais precisamente, o evento em que os £ lancamentos consecutivos de moedas 7, i
+1,...,i + k—1 produzem somente caras,onde 1<k<nel<i<n-k + 1. Como os lancamentos
de moedas sao mutuamente independentes, para qualquer evento dado A, a probabilidade de
que todos os k lancamentos sejam caras é

Pr{A,} = 1/2%. (5.9)

Parak = 2 |_lg nl,

Pr{Ai,Z!—lgn_]} = 1/22rlg n]
< l/zzlgn
=1/n*,

e, portanto, a probabilidade de uma seqiiéncia de caras de comprimento pelo menos igual a 2
|_lg n | comecar na posicio i é bastante pequena. Hi no maximo 7 — 2 [ g7 |+ 1 posicoes onde tal
seqiiéncia pode comegar. A probabilidade de uma seqiiéncia de caras de comprimento pelo me-
nos 2 l_lg n | comecar em qualquer lugar é entdo

n-2[lgn]+1 n—2[lgn+1
Pr{ U Ai,Z[_lgn_]}S > 1/

i=1 i=1
< i 1/n®
i=1
=1n, (5.10)

pois, pela desigualdade de Boole (C.18), a probabilidade de uma unido de eventos € no maximo
a soma das probabilidades dos eventos individuais. (Observe que a desigualdade de Boole é vili-
da até mesmo para eventos como esses, que ndo sao independentes.)

Agora usamos a desigualdade (5.10) para limitar o comprimento da seqiiéncia mais longa.
Paraj=0,1,2, .., n, sejaL;oevento em que a seqiiéncia mais longa de caras tem comprimento
exatamente j, e seja L o comprimento da seqii€éncia mais longa. Pela defini¢io de valor esperado,

E[L] = ijPr{Lj}. (5.11) |



Poderiamos tentar avaliar essa soma usando limites superiores sobre cada Pr {L;} semelhan-
tes aos que foram calculados na desigualdade (5.10). Infelizmente, esse método produziria limi-
tes fracos. Porém, podemos usar alguma intuicao obtida pela anilise anterior para obter um
bom limite. Informalmente, observamos que para nenhum termo individual no somatério da
equagio (5.11) ambos os fatores, j e Pr {L;}, sdo grandes. Por qué? Quandoj > 2 [1gn ], entdo Pr
{Z;} é muito pequeno e, quandoj < 2 rlg n ], entdo j é bastante pequeno. De maneira mais for-
mal notamos que os eventos L; paraj = 0, 1, ..., n sdo disjuntos, € assim a probabilidade de uma
seqiiéncia de caras de comprlmento no minimo 2[1g 7 | comegar em qualquer lugar é Z
Pr{L;}. Pela desigualdade (T 10), temos z
>, PriL} =1, temos > 1 %" "

2[1gn
o ign] Pr{L} < 1/n. Além disso, notamjdor gql]le

Pr{L 3< 1. Desse modo obtemos

3 jPe{L,)

j=0

E[L]

2[1gn]-1

JPeiL}+ Y jPr{L,}

j=0 j=2[1gn
2fIgn]-1 7
= > (ignPpPe{L}+ D, nPr{l}
j=0 j=2[lgn
2[lgnl-1 n
=2[lgn Pe{L;}+n ) Pr{L;}

=0 j=2[1gn

.

<2[lgn]-1+n-(1n)
=0(gn).

As chances de que uma seqiiéncia de caras excedar l_lg n |lancamentos diminui rapidamente
com r. Para r > 1, a probabilidade de uma seqiiéncia de r [1g n | caras comecar na posigio i é

Pr{A; fign)} = 1/27187]

<1/m".

Desse modo, a probabilidade de que a seqiiéncia mais longa seja pelo menos r rlg nléno
maximo igual a n/n” = 1/n"~! ou, de modo equivalente, a probabilidade de que a seqiiéncia mais
longa tenha comprimento menor que 7| Ig 7| é no minimo 1 - 1/n" ~ L.

Como um exemplo, para n = 1000 lancamentos de moedas, a probabilidade de haver uma
seqiiéncia de pelo menos 2 flg n| = 20 caras é no maximo 1/z = 1/1000. As chances de haver
uma sequéncia mais longa que 3 ’_lg 7| = 30 caras é no maximo 1/72 = 1/1.000.000.

Agora, vamos provar um limite complementar inferior: o comprimento esperado da sequén-
cia mais longa de caras em n lancamentos de moedas é QQ(lg 7). Para provar esse limite, procura-
mos por seqiiéncias de comprimento s particionando os z lan¢amentos em aproximadamente
n/s grupos de s lancamentos cada. Se escolhermos s = L(lg n)/2, poderemos mostrar que é pro-
vavel que pelo menos um desses grupos mostre apenas caras €, consequientemente, € provavel
que a seqiiéncia mais longa tenha comprimento pelo menos igual a s = Q)(lg 7). Mostraremos
entio que a sequiéncia mais longa tem comprimento esperado Q(lg 7).

Particionamos os # lancamentos de moedas em pelo menos |7/ (Ig 7)/21] grupos de | (g
n)/ZJ langamentos sucessivos, e limitamos a probabilidade de nio surgir nenhum grupo forma-
do apenas por caras. Pela equacio (5.9), a probabilidade do grupo que comecga na posicao i mos-
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Pr{A; Lggnp)t = V/ 2kdg /2]

>1/Vn .

A probabilidade de uma seqiiéncia de caras de comprimento pelo menos igual a L(lg n)/ZJ
nao comecgar na posicio 7 é entio no maximo 1 — 1///n. Tendo em vista que os Ln/i_(lg n)/2 1
grupos sio formados a partir de langamentos de moedas mutuamente exclusivos e independen-
tes, a probabilidade de que cada um desses grupos deixe de ser uma seqiiéncia de comprimento
|_(lg n)/ZJ € no maximo

(1 _1/\/;)|_n/|_(lgn)/2ﬂ <@ _1/\/;)n/|_(lgn)/2J—l

— (- 1y

—(2nilgn1)Nn

= O(e7'®")
= O(1/n) .

Para esse argumento, usamos a desigualdade (3.11), 1 + x < ¢e”* e o fato, que talvez vocé dese-
je verificar, de que (2n/lg n - 1)/«/Z > Ig n para »n suficientemente grande.
Desse modo, a probabilidade de que a seqiiéncia mais longa exceda L(lg n)/2_| é

Pr{L,}>1-0(1/n). (5.12)

j=Lagny/2]+1

Agora podemos calcular um limite inferior sobre o comprimento esperado da seqiiéncia mais
longa, comegando com a equagio (5.11) e procedendo de forma semelhante a nossa andlise do
limite superior:

E[L] = ijPr{Lj}

[Ugn)/2] n
= > jeelL;}+ ) jPr{L;}
j=0 Jj=[agny/2]+1

[agn)/2] n
= Y o-pefL}+ D |dgm)/2]Pr{L,)

j=0 j=[agn)/27]+1

[agny/2] n
=0- > Pr{L}+|dgm/2] D  Pr{L;}

j=0 j=ldgn)/27+1

>0 + Ldg n)/2] 1 - 0/m)) (pela desigualdade (5.12))

=Q(gn).
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Como ocorre no caso do paradoxo do aniversirio, podemos obter uma anilise mais simples,
embora aproximada, usando indicadores de varidveis aleatérias. Seja X, = I {4,,} o indicador de
varidvel aleat6ria associado a uma seqiiéncia de caras de comprimento no minimo & que comegam
com o i-ésimo langamento de moeda. Para contar o nimero total de tais seqiéncias, definimos

n-k+1
xX=) Xx,.

i=1

Tomando as expectativas e usando a linearidade de expectativa, temos

E[X]=E ["leik}

n-k+1

= D E[X,]

i=1

n_k+1

= ) Pr{A,}

Conectando diversos valores para k, podemos calcular o namero esperado de sequiéncias de
comprimento k. Se esse namero ¢ grande (muito maior que 1), entio espera-se que ocorram
muitas seqiiéncias de comprimento &, e a probabilidade de ocorrer uma € alta. Se esse nimero €
pequeno (muito menor que 1), entao espera-se que ocorram muito poucas seqiiéncias de com-
primento k&, e a probabilidade de ocorrer uma é baixa. Se & = clg n, para alguma constante posi-
tiva ¢, obtemos

n-clgn+1
2clgn

E[X]

_n-clgn+1

c

n

1 (clgn-1)/n

c-1 c-1

n n

= Q(/m Y.

Se ¢ é grande, o nimero esperado de seqiiéncias de comprimento c Ig # é muito pequeno, e
concluimos que € improvavel que elas ocorram. Por outro lado, se ¢ < 1/2, entio obtemos E[X ]
= O(1/n'?-1) = O@(n'?), e esperamos que exista um nimero grande de seqiiéncias de compri-
mento (1/2) Ig n. Portanto, é muito provavel que ocorra uma seqiéncia de tal comprimento. So-
mente a partir dessas estimativas grosseiras, podemos concluir que o comprimento esperado da

9 sequiéncia mais longa é @(Ig »).



5.4.4 O problema da contrataciao on-line

Como um exemplo final, examinaremos uma variante do problema da contratacao. Suponha
agora que ndo desejamos entrevistar todos os candidatos a fim de encontrar o melhor. Também
nio desejamos contratar e despedir 2 medida que encontrarmos candidatos cada vez melhores.
Em vez disso, estamos dispostos a aceitar um candidato préximo do melhor, em troca de contra-
tar exatamente uma vez. Devemos obedecer a um requisito da empresa: depois de cada entrevis-
ta, devemos oferecer imediatamente o cargo ao candidato ou dizer a ele que nao sera possivel
contrati-lo. Qual é o compromisso entre minimizar a quantidade de entrevistas e maximizar a
qualidade do candidato contratado?

Podemos modelar esse problema da maneira ilustrada a seguir. Apds encontrar um candida-
to, somos capazes de dar a cada um deles uma pontuagio; seja pontuacgdo(i) a pontuagao dada
ao i-ésimo candidato, e suponha que nio existam dois candidatos que recebam a mesma pontua-
¢do. Depois de ver j candidatos, sabemos qual dos j candidatos tem a pontuagio mais alta, mas
nao sabemos se qualquer dos 7 —j candidatos restantes terd uma pontuag¢ao mais alta. Decidi-
mos adotar a estratégia de selecionar um inteiro positivo £ < 7, entrevistando e depois rejeitan-
do os primeiros & candidatos, e contratando dai em diante o primeiro candidato que tem uma
pontuacgao mais alta que todos os candidatos anteriores. Se notarmos que o candidato mais bem
qualificado se encontrava entre os & primeiros entrevistados, entao contrataremos o #-ésimo
candidato. Essa estratégia é formalizada no procedimento ON-LINE-MAXIMUM(k, n), que apa-
rece a seguir. O procedimento ON-LINE-MAXIMUM retorna o indice do candidato que deseja-
mos contratar.

ON-LINE-MAXIMUM(k, n)
1 melborpontuacdo < —x
2 fori—1tok

3 do if pontuacdo(i) > melborpontuacdo

4 then melborpontuacdo < pontuacdo(i)
5 fori—k+1ton

6 do if pontuacdo(i) > melborpontuacdo

7 then return i

8 return n

Desejamos determinar, para cada valor possivel de k&, a probabilidade de contratarmos o
candidato mais bem qualificado. Em seguida, escolheremos o melhor possivel &, e implementa-
remos a estratégia com esse valor. Por enquanto, suponha que k seja fixo. Seja M(j) = max; ¢, ;
{pontuagdo(i)} a pontuagio mixima entre os candidatos 1aj. Seja S o evento em que temos su-
cesso na escolha do candidato mais bem qualificado, e seja §; 0 evento em que temos sucesso
quando o candidato mais bem qualificado for o i-ésimo entrevistado. Tendo em vista que diver-
sos §; sao disjuntos, temos que Pr {S} = Z:'z ) Pr{S, }. Observando que nunca temos sucesso
quando o candidato mais bem qualificado é um dos k primeiros, temos que Pr {S;} = O para
i=1,2, .., k. Desse modo, obtemos

Pr{s}= 3 Pr{s,}. (5.13)

Agora calculamos Pr {S;}. Para se ter sucesso quando o candidato mais bem qualificado é o
i-ésimo, duas coisas devem acontecer. Primeiro, o candidato mais bem qualificado deve estar na
posicio i, um evento que denotamos por B;. Segundo, o algoritmo nio deve selecionar quais-
quer dos candidatos nas posi¢oes & + 1ai— 1, 0 que acontece somente se, para cadajtal que k +
1<j<i-1, encontramos pontuacdo(j) < melborpontuacdo nalinha 6. (Como as pontuagoes
sao exclusivas, podemos ignorar a possibilidade de pontuacdo(j) = melborpontuacdo.) Em ou- 0%



tras palavras, deve ser o caso de que todos os valores pontuacdo(k + 1) até pontuacdo(i — 1) sao
menores que M(k); se quaisquer deles forem maiores que M(k), retornaremos em vez disso o in-
dice do primeiro que for maior. Usamos O, para denotar o evento em que nenhum dos candida-
tos nas posigoes & + 1 ai— 1 € escolhido. Felizmente, os dois eventos B; € O, sio independentes.
O evento O; depende apenas da ordenacio relativa dos valores nas posicoes 1 a i — 1, enquan-
to B; depende apenas do fato de o valor na posi¢ao i SER maior que todos os valoresde 1 atéi—1.
A ordenagao das posi¢oes 1 ai — 1 nao afeta o fato de 7 ser maior que todas elas, € o valor de ¢
nio afeta a ordenagio das posi¢coes 1 a7 - 1. Desse modo, podemos aplicar a equagao (C.15) para
obter

Pr {S,} = Pr {B; N O,} = Pr {B,;} Pr {0} .

A probabilidade Pr {B,} € claramente 1/n, pois 0 miximo tem igual probabilidade de estar
em qualquer uma das n posigoes. Para o evento O; ocorrer, o valor mdximo nas posi¢oes 1ai~1
deve estar em uma das k& primeiras posicoes, e é igualmente provivel que esteja em qualquer
dessas i — 1 posi¢oes. Conseqiientemente, Pr {O;} = k/(i — 1) e Pr {S;} = k/(n (i — 1)). Usando a
equacao (5.13), temos

Pe{s}= 3 Pr{s,}

i=k+1

N k

i=k+1 n(l - 1)

Fazemos a aproximacio por integrais para limitar esse somatoério acima e abaixo. Pelas desi-
gualdades (A.12), temos

1 2=l -1
L;d S;SL_:;dx

A avaliagido dessas integrais definidas nos da os limites
k k
—(nn-Ink) <Pr{S} < =(n(n-1)-In(k-1)),
n n

que fornecem um limite bastante restrito para Pr {S}. Como desejamos maximizar nossa proba-
bilidade de sucesso, vamos nos concentrar na escolha do valor de & que maximiza o limite inferior
sobre Pr {S}. (Além disso, a expressio do limite inferior é mais ficil de maximizar que a expres-
sdo do limite superior.) Fazendo a diferenciagio da expressao (k/n) (In»n —1n k) com relagio a k,
obtemos

%(Inn—lnk—l).
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Definindo essa derivada como igual a 0, vemos que o limite inferior sobre a probabilidade é
maximizado quando In £ = In n - 1 = In(n/e) ou, de modo equivalente, quando k = n/e. Desse
modo, se implementarmos nossa estratégia com £ = n/e, teremos sucesso na contratagio do
nosso candidato mais bem qualificado com probabilidade pelo menos 1/e.

Exercicios

5.4-1

Quantas pessoas deve haver em uma sala para que a probabilidade de que alguém tenha a mes-
ma data de aniversario que vocé seja pelo menos 1/2? Quantas pessoas deve haver para que a
probabilidade de que pelo menos duas pessoas facam aniversario em 7 de setembro seja maior
que 1/2?

5.4-2

Suponha que sejam langadas bolas em b caixas. Cada lancamento ¢ independente, e cada bola
tem a mesma probabilidade de cair em qualquer caixa. Qual é o nimero esperado de langamen-
tos de bolas antes que pelo menos uma das caixas contenha duas bolas?

5.4-3 *
Para a andlise do paradoxo do aniversario, € importante que 0s aniversarios sejam mutuamente
independentes, ou é suficiente a independéncia aos pares? Justifique sua resposta.

5.4-4 *
Quantas pessoas devem ser convidadas para uma festa, a fim de tornar provavel que existam trés
pessoas com a mesma data de aniversirio?

5.4-5 *

Qual é a probabilidade de uma cadeia de & elementos sobre um conjunto de tamanho 7 ser na
realidade uma permutagio de & elementos? De que modo essa pergunta se relaciona ao parado-
x0 do aniversario?

5.4-6 *

Suponha que 7 bolas sejam langadas em 7 caixas, onde cada langamento € independente e a
bola tem igual probabilidade de cair em qualquer caixa. Qual é o nimero esperado de caixas va-
zias? Qual é o nimero esperado de caixas com exatamente uma bola?

5.4-7 *

Torne mais nitido o limite inferior sobre o comprimento da seqiiéncia mostrando que, em 7 lan-
camentos de uma moeda comum, a probabilidade de nio ocorrer nenhuma seqiiéncia mais lon-
ga que lg n — 2 Ig 1g n caras consecutivas ¢ menor que 1/7.

Problemas

5-1 Contagem probabilistica
Com um contador de b bits, sé6 podemos contar normalmente até 2° — 1. Com a contagem pro-
babilistica de R. Morris, podemos contar até um valor muito maior, a expensas de alguma per-
da de precisio.

Seja um valor de contador i que representa uma contagemn; parai = 0,1, ..., 2%-1, onde os
n; formam uma seqiiéncia crescente de valores nio negativos. Supomos que o valor inicial do
contador € 0, representando uma contagem de 7, = 0. A operagio de INCREMENT atua de ma-
neira probabilistica sobre um contador que contém o valor i. Se i = 28 - 1, entio é relatado um
erro de estouro (overflow). Caso contrario, o contador é incrementado em 1 com probabilidade
1/(n; .  — n;), e permanece inalterado com probabilidade 1 - 1/(n; , ; — 7;).



Se selecionarmos 7, = i para todo 7 2 0, entao o contador serd um contador comum. Surgirao
situagOes mais interessantes se selecionarmos, digamos, n; = 2!~ paraé > 0oun; = F, (0 i-ési-
mo nimero de Fibonacci — consulte a Se¢iao 3.2).

Para este problema, suponha que n,, . seja € grande o suficiente para que a probabilidade
de um erro de estouro seja desprezivel.

a. Mostre que o valor esperado representado pelo contador depois de n operacoes de
INCREMENT serem executadas é exatamente #2.

b. A anilise da varidncia da contagem representada pelo contador depende da seqii€éncia dos
n;. Vamos considerar um caso simples: 7; = 100 para todo i > 0. Estime a varidncia no valor
representado pelo registrador depois de nz opgoes de INCREMENT terem sido executadas.

5-2 Pesquisa em um arranjo nao ordenado
Este problema examina trés algoritmos para pesquisar um valor x em um arranjo nio ordenado
A que consiste em 7z elementos.

Considere a estratégia aleatdria a seguir: escolha um indice aleatério 7 em A. Se Af7] = x, entio
terminamos; caso contririo, continuamos a pesquisa escolhendo um novo indice aleatério em A.
Continuamos a escolher indices aleat6rios em A até encontrarmos um indice j tal que A[fj] = x ou
até verificarmos todos os elementos de A. Observe que cada escolha é feita a partir do conjunto in-
teiro de indices, de forma que podemos examinar um dado elemento mais de uma vez.

a. Escreva pseudocddigo para um procedimento RANDOM-SEARCH para implementar a estra-
tégia anterior. Certifique-se de que o algoritmo termina depois que todos os indices em A
sao escolhidos.

b. Suponha que exista exatamente um indice 7 tal que A[7] = x. Qual é o namero esperado de
indices em A que devem ser escolhidos antes de x ser encontrado e RANDOM-SEARCH ter-
minar?

¢. Generalizando sua solugdo para a parte (b), suponha que existam & > 1 indices 7 tais que A[7]
= x. Qual é o nimero esperado de indices em A que devem ser escolhidos antes de x ser en-
contrado e RANDOM-SEARCH terminar? Sua resposta deve ser uma func¢io de n e k.

d. Suponha que nio exista nenhum indice 7 tal que A[#] = x. Qual é o naimero esperado de indi-
ces em A que devem ser escolhidos antes de todos os elementos de A terem sido verificados e
RANDOM-SEARCH terminar?

Agora, considere um algoritmo de pesquisa linear deterministica, que denominamos
DETERMINISTIC-SEARCH. Especificamente, o algoritmo pesquisa A para x em ordem, conside-
rando A[1], A[2], A[3], ..., A[n] até A[Z] = x ser encontrado ou alcangar o fim do arranjo. Supo-
nha que todas as permutagdes possiveis do arranjo de entrada sejam igualmente provaveis.

e. Suponha que exista exatamente um indice 7 tal que A[Z] = x. Qual é o tempo de execucio es-
perado de DETERMINISTIC-SEARCH? Qual é o tempo de execugdo no pior caso de
DETERMINISTIC-SEARCH?

J- Generalizando sua solugio para parte (e), suponha que existam & > 1 indices 7 tais que A[7] =
x. Qual é o tempo de execugio esperado de DETERMINISTIC-SEARCH? Qual é tempo de exe-
cu¢io no pior caso de DETERMINISTIC-SEARCH? Sua resposta deve seruma fungioden ek.

£. Suponha que nio exista nenhum indice 7 tal que A[#] = x. Qual é o tempo de execucio espe-
rado de DETERMINISTIC-SEARCH? Qual é o tempo de execug¢io no pior caso de
DETERMINISTIC-SEARCH?

Finalmente, considere um algoritmo aleatério SCRAMBLE-SEARCH que funciona primeiro
permutando aleatoriamente o arranjo de entrada e depois executando a pesquisa linear deter-
9% ministica anterior sobre o arranjo permutado resultante.



b. Sendok o numero de indices i tais que A[#] = x, fornega os tempos de execug¢io no pior caso
e esperado de SCRAMBLE-SEARCH para os casos em que 2 = 0 e &2 = 1. Generalize sua solu-
C20 para tratar o caso em que & > 1.

Z. Qual dos trés algoritmos de pesquisa vocé usaria? Explique sua resposta.

Notas do capitulo

Bollobas [44], Hofri [151] e Spencer [283] contém um grande nimero de técnicas probabilisti-
cas avangadas. As vantagens dos algoritmos aleatérios sio discutidas e pesquisadas por Karp
[174] e Rabin [253]. O livro-texto de Motwani e Raghavan [228] apresenta um tratamento exten-
sivo de algoritmos aleatdrios.

Tém sido amplamente estudadas diversas variantes do problema da contratagdo. Esses pro-
blemas sio mais comumente referidos como “problemas da secretaria”. Um exemplo de traba-
lho nessa drea é o artigo de Ajtai, Meggido e Waarts [12].






Parte I

Ordenacdo e estatisticas
de ordem

Introducao

Esta parte apresenta virios algoritmos que resolvem o problema de ordenacao a seguir:
Entrada: Uma seqiiéncia de » nimeros {(a,, a,, ..., a,,).

Saida: Uma permutacgio (reordenagio) (@', a',, ..., @',) daseqiiéncia de entrada, talque a’, <a’,
<..<d
<..<d\,

A seqliéncia de entrada normalmente é um arranjo de z# elementos, embora possa ser repre-
sentada de algum outro modo, como uma lista ligada.

A estrutura dos dados

Na pritica, os nimeros a serem ordenados raramente sio valores isolados. Em geral, cada um
deles faz parte de uma colegio de dados chamada registro. Cada registro contém uma chave,
que ¢ o valor a ser ordenado, e o restante do registro consiste em dados satélite, que quase
sempre sao transportados junto com a chave. Na pratica, quando um algoritmo de ordenacao
permuta as chaves, ele também deve permutar os dados satélite. Se cada registro inclui uma
grande quantidade de dados satélite, muitas vezes permutamos um arranjo de ponteiros para os
registros em lugar dos préprios registros, a fim de minimizar a movimentac¢ao de dados.

De certo modo, sdo esses detalhes de implementagdo que distinguem um algoritmo de um
programa completamente implementado. O fato de ordenarmos nimeros individuais ou gran-
des registros que contém numeros é irrelevante para o método pelo qual um procedimento de
ordenacdo determina a seqiiéncia ordenada. Desse modo, quando nos concentramos no pro-
blema de ordenagao, em geral supomos que a entrada consiste apenas em numeros. A tradugao
de um algoritmo para ordenac¢io de niimeros em um programa para ordenacao de registros é
conceitualmente direta, embora em uma situaciao especifica de engenharia possam surgir ou-
tras sutilezas que fazem da tarefa real de programag¢io um desafio.



Por que ordenar?

Muitos cientistas de computagio consideram a ordenagao o problema mais fundamental no es-
tudo de algoritmos. H4 varias razoes:

e Asvezes, anecessidade de ordenar informagoes € inerente a uma aplicagao. Por exemplo,
para preparar os extratos de clientes, os bancos precisam ordenar os cheques pelo nume-
ro do cheque. '

¢ Osalgoritmos freqiientemente usam a ordenagao como uma sub-rotina chave. Por exem-
plo, um programa que apresenta objetos graficos dispostos em camadas uns sobre os ou-
tros talvez tenha de ordenar os objetos de acordo com uma relacio “acima”, de forma a
poder desenhar esses objetos de baixo para cima. Neste texto, veremos numerosos algo-
ritmos que utilizam a ordena¢io como uma sub-rotina.

o Existe uma ampla variedade de algoritmos de ordenagio, e eles empregam um rico con-
junto de técnicas. De fato, muitas técnicas importantes usadas ao longo do projeto de al-
goritmos sio representadas no corpo de algoritmos de ordenaciao que foram desenvolvi-
dos ao longo dos anos. Desse modo, a ordenagio também é um problema de interesse
histdrico.

e Aordenagiao é um problema para o qual podemos demonstrar um limite inferior nao tri-
vial (como faremos no Capitulo 8). Nossos melhores limites superiores correspondem ao
Kmite inferior assintoticamente, e assim sabemos que nossos algoritmos de ordenacao
sd0 assintoticamente 6timos. Além disso, podemos usar o limite inferior da ordenacio com
a finalidade de demonstrar limites inferiores para alguns outros problemas.

e Muitas questoes de engenharia surgem quando se implementam algoritmos de ordena-
¢d0. O programa de ordenacio mais rapido para uma determinada situacao pode depen-
der de muitos fatores, como o conhecimento anterior a respeito das chaves e dos dados
satélite, da hierarquia de memoria (caches e memoria virtual) do computador host e do
ambiente de software. Muitas dessas questoes si0 mais bem tratadas no nivel algoritmico,
em vez de ser necessario “mexer” no c6digo.

Algoritmos de ordenacao

Introduzimos no Capitulo 2 dois algoritmos para ordenacio de 7 niimeros reais. A ordenagio
de insercio leva o tempo ®(n%) no pior caso. Porém, pelo fato de seus loops internos serem
compactos, ela é um ripido algoritmo de ordenagao local para pequenos tamanhos de entrada.
(Lembre-se de que um algoritmo de ordenacio efetua a ordenagio local se somente um nime-
ro constante de elementos do arranjo de entrada sempre sio armazenados fora do arranjo.) A
ordenagio por intercalagaio tem um tempo assint6tico de execucao melhor, ®(n Ig #), mas o
procedimento MERGE que ela utiliza nio opera no local.

Nesta parte, apresentaremos mais dois algoritmos que ordenam nimeros reais arbitrarios.
O heapsort, apresentado no Capitulo 6, efetua a ordenagao de » nimeros localmente, no tempo
O(n g n). Ele usa uma importante estrutura de dados, chamada heap (monte), com a qual tam-
bém podemos implementar uma fila de prioridades.

O quicksort, no Capitulo 7, também ordena z# nimeros localmente, mas seu tempo de exe-
cugio no pior caso é O(n?). Porém, seu tempo de execugio no caso médio é O(n Ig n), e ele em
geral supera o heapsort na pritica. Como a ordenacio por insercdo, o quicksort tem um c6digo
compacto, e assim o fator constante oculto em seu tempo de execucio é pequeno. Ele é um algo-
ritmo popular para ordenagio de grandes arranjos de entrada.

A ordenagao por inser¢ao, a ordenacio por intercalacao, o heapsort e o quicksort sao todos
ordenacbes por comparacgio: eles determinam a seqii€éncia ordenada de um arranjo de entrada

10| P€la comparagao dos elementos. O Capitulo 8 comega introduzindo o modelo de arvore de de-



ciso, a fim de estudar as limitagées de desempenho de ordenagbes por comparagiao. Usando
esse modelo, provamos um limite inferior igual a Q(7 1g #) no tempo de execugio do pior caso
de qualquer ordenagiao por comparagio sobre 7 entradas, mostrando assim que o heapsort € a
ordenacao por intercalagio sio ordenagoes por comparagio assintoticamente otimas.

Em seguida, o Capitulo 8 mostra que poderemos superar esse limite inferior Q(z 1g ) se for
possivel reunir informagoes sobre a seqiiéncia ordenada da entrada por outros meios além da
comparagao dos elementos. Por exemplo, o algoritmo de ordenag¢io por contagem pressupoe
que os nimeros da entrada estio no conjunto {1, 2, ..., k}. Usando a indexag¢ao de arranjos
como uma ferramenta para determinar a ordem relativa, a ordenagio por contagem pode orde-
nar # nimeros no tempo (k + 7). Desse modo, quando k = O(n), a ordenacio por contagem é
executada em um tempo linear no tamanho do arranjo de entrada. Um algoritmo relacionado, a
radix sort (ordenacio da raiz), pode ser usado para estender o intervalo da ordenagao por conta-
gem. Se houver # inteiros para ordenar, cada inteiro tiver 4 digitos e cada digito estiver no con-
junto {1, 2, ..., k}, aradix sort poderid ordenar os nimeros em um tempo O(d(n + k)). Quandod
é uma constante e & é O(n), a radix sort é executada em tempo linear. Um terceiro algoritmo,
bucket sort (ordenacio por balde), requer o conhecimento da distribui¢io probabilistica dos
numeros no arranjo de entrada. Ele pode ordenar » nameros reais distribuidos uniformemente
no intervalo meio aberto [0, 1) no tempo do caso médio O(n).

Estatisticas de ordem

Ai-ésima estatistica de ordem de um conjunto de 7 niimeros é o i-ésimo menor nimero no con-
junto. E claro que uma pessoa pode selecionar a i-ésima estatistica de ordem, ordenando a en-
trada e indexando o #-ésimo elemento da saida. Sem quaisquer suposi¢oes a respeito da distri-
buicio da entrada, esse método € executado no tempo Q(# lg #), como mostra o limite inferior
demonstrado no Capitulo 8.

No Capitulo 9, mostramos que é possivel encontrar o i-€simo menor elemento no tempo
O(n), mesmo quando os elementos sio nimeros reais arbitrdrios. Apresentamos um algoritmo
com pseudocédigo compacto que é executado no tempo @(72%) no pior caso, mas em tempo li-
near no caso médio. Também fornecemos um algoritmo mais complicado que € executado em
um tempo O(n) no pior caso.

Experiéncia necessaria

Embora a maioria das se¢oes desta parte nio dependa de conceitos matematicos dificeis, algumas
secoes exigem uma certa sofisticacio matematica. Em particular, as analises do caso médio do
quicksort, do bucket sort e do algoritmo de estatistica de ordem utilizam a probabilidade, o que
revisamos no Apéndice C; o material sobre a andlise probabilistica e os algoritmos aleatdrios é es-
tudado no Capitulo 5. A andlise do algoritmo de tempo linear do pior caso para estatisticas de or-
dem envolve matemadtica um pouco mais sofisticada que as andlises do pior caso desta parte.
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Capitulo 6

Heapsort

Neste capitulo, introduzimos outro algoritmo de ordenagao. Como a ordenagio por intercala-
¢a0, mas diferente da ordenacio por insercio, o tempo de execucio do heapsort é O(n Ig n).
Como a ordenagao por insercio, mas diferente da ordenacio por intercalagio, o heapsort orde-
na localmente: apenas um nimero constante de elementos do arranjo é armazenado fora do ar-
ranjo de entrada em qualquer instante. Desse modo, o heapsort combina os melhores atributos
dos dois algoritmos de ordenacgio que ji discutimos.

O heapsort também introduz outra técnica de projeto de algoritmos: o uso de uma estrutura
de dados, nesse caso uma estrutura que chamamos “heap” (ou “monte”) para gerenciar infor-
magoOes durante a execugio do algoritmo. A estrutura de dados heap nao é ttil apenas para o heap-
sort (ou ordenacao por heap); ela também cria uma eficiente fila de prioridades. A estrutura de
dados heap reapareceri em algoritmos de capitulos posteriores.

Observamos que o termo “heap” foi cunhado originalmente no contexto do heapsort,
mas, desde entio, ele passou a se referir a0 “espago para armazenamento do lixo coletado”
como o espago proporcionado pelas linguagens de programacio Lisp e Java. Nossa estrutura
de dados heap ndo é um espago para armazenamento do lixo coletado e, sempre que mencio-
narmos heaps neste livro, estaremos fazendo referéncia a estrutura de dados definida neste
capitulo.

6.1 Heaps

A estrutura de dados beap (bindrio) é¢ um objeto arranjo que pode ser visto como uma arvore
bindria praticamente completa (ver Se¢io B.5.3), como mostra a Figura 6.1. Cada n6 da irvore
corresponde a um elemento do arranjo que armazena o valor no né. A drvore estd completa-
mente preenchida em todos os niveis, exceto talvez no nivel mais baixo, que é preenchido a par-
tir da esquerda até certo ponto. Um arranjo A que representa um heap é um objeto com dois atri-
butos: comprimento[A], que é o nimero de elementos no arranjo, e tamanho-do-beap(A], o
numero de elementos no heap armazenado dentro do arranjo A. Ou seja, embora A[1 .. compri-
mento[A]] possa conter nameros validos, nenhum elemento além de A[tamanbo-do-beap|A]],
onde tamanhbo-do-beap[A] < comprimento[A], é um elemento do heap. A raiz da arvore é A[1]
e, dado o indice  de um né, os indices de seu pai PARENT(?), do filho da esquerda LEFT(?) e do
filho da direita RIGHT(7) podem ser calculados de modo simples:
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FIGURA 6.1 Um heap miximo visto como (a) uma irvore bindria e (b) um arranjo. O nimero dentro do
circulo em cada né na arvore é o valor armazenado nesse n6. O nimero acima de um né ¢ o indice corres-
pondente no arranjo. Acima e abaixo do arranjo encontramos linhas mostrando relacionamentos
pai-filho; os pais estio sempre a esquerda de seus filhos. A drvore tem altura trés; o n6 no indice 4 (com o
valor 8) tem altura um

PARENT(?)
return Li/2 _]

LEFT (%)
return 2§

RIGHT (%)
return 27 + 1

Na maioria dos computadores, o procedimento LEFT pode calcular 27 em uma Unica instru-
¢io, simplesmente deslocando a representacio binaria de i uma posi¢io de bit para a esquerda.
De modo semelhante, o procedimento RIGHT pode calcular rapidamente 27 + 1 deslocando a
representacio bindria de i uma posic¢ao de bit para a esquerda e inserindo 1 como valor do bitde
baixa ordem. O procedimento PARENT pode calcular| i/2 | deslocando i uma posi¢io de bit para
adireita. Em umaboa implementacio de heapsort, esses trés procedimentos sio executados fre-
quientemente como “macros” ou como procedimentos “em linha”.

Existem dois tipos de heaps bindrios: heaps maximos e heaps minimos. Em ambos os tipos,
os valores nos nds satisfazem a uma propriedade de beap, cujos detalhes especificos depen-
dem do tipo de heap. Em um beap mdximo, a propriedade de beap mdximo é que, para
todo n6 i diferente da raiz,

A[PARENT(%)] > A[7] ,

isto é, o valor de um n6 € no maximo o valor de seu pai. Desse modo, o maior elemento em um
heap miximo é armazenado na raiz, e a subarvore que tem raiz em um né contém valores meno-
res que o préprio né. Um beap minimo é organizado de modo oposto; a propriedade de
beap minimo é que, para todo no i diferente da raiz,

A[PARENT(?)] <A[{] .

O menor elemento em um heap minimo esta na raiz.

Para o algoritmo de heapsort, usamos heaps maximos. Heaps minimos sio comumente em-
pregados em filas de prioridades, que discutimos na Se¢ao 6.5. Seremos precisos ao especificar
se necessitamos de um heap maximo ou de um heap minimo para qualquer aplicagio especifica
e, quando as propriedades se aplicarem tanto a heaps maximos quanto a heaps minimos, sim-

104| Plesmente usaremos o termo “heap”.



Visualizando um heap como uma arvore, definimos a altura de um né em um heap como o
numero de arestas no caminho descendente simples mais longo desde o n6 até uma folha, e de-
finimos a altura do heap como a altura de sua raiz. Tendo em vista que um heap de z elementos é
baseado em uma arvore binaria completa, sua altura é ® (Ig n) (ver Exercicio 6.1-2). Veremos que
as operacoes bdsicas sobre heaps sio executadas em um tempo maximo proporcional a altura
da 4rvore, e assim demoram um tempo O(lg n). O restante deste capitulo apresenta alguns pro-
cedimentos basicos e mostra como eles sio usados em um algoritmo de ordenacio e em uma es-
trutura de dados de fila de prioridades.

e O procedimento MAX-HEAPIFY, executado no tempo O(lg n), é a chave para manter a
propriedade de heap maiximo (6.1).

e O procedimento BUILD-MAX-HEAP, executado em tempo linear, produz um heap a par-
tir de um arranjo de entrada nio ordenado.

¢ O procedimento HEAPSORT, executado no teinpo O(n lg n), ordena um arranjo local-
mente.

¢ Os procedimentos MAX-HEAP-INSERT, HEAP-EXTRACT-MAX, HEAP-INCREASE-KEY e
HEAP-MAXIMUM, executados no tempo O(lg n), permitem que a estrutura de dados
heap seja utilizada como uma fila de prioridades.

Exercicios

6.1-1
Quais sao 0s nimeros minimo e maximo de elementos em um heap de altura b?

6.1-2
Mostre que um heap de # elementos tem altura l_lg nl.

6.1-3
Mostre que, em qualquer subdrvore de um heap miaximo, a raiz da subarvore contem O maior va-
lor que ocorre em qualquer lugar nessa subdrvore.

6.1-4
Onde em um heap maximo o menor elemento poderia residir, supondo-se que todos os ele-
mentos sejam distintos?

6.1-5
Um arranjo que esta em seqii€ncia ordenada ¢ um heap minimo?

6.1-6
A sequéncia (23, 17, 14, 6, 13, 10, 1, 5, 7, 12) é um heap maximo?

6.1-7
‘Mostre que, com a representac¢ao de arranjo para armazenar um heap de 7 elementos, as folhas
540 os noés indexados por Ln2] + 1, Ln/2] + 2,.,n

6.2 Manutencao da propriedade de heap

MAX-HEAPIFY € uma sub-rotina importante para manipulag¢ao de heaps maximos. Suas entradas
sao um arranjo A e um indice 7 para o arranjo. Quando MAX-HEAPIFY é chamado, supomos que
as arvores binarias com raizes em LEFT(7) e RIGHT (?) sio heaps maximos, mas que A[7] pode ser
menor que seus filhos, violando assim a propriedade de heap miximo. A fung¢io de
MAX-HEAPIFY é deixar que o valor em A[7] “flutue para baixo” no heap maximo, de tal forma que
a subdrvore com raiz no indice 7 se torne um heap maximo. ’ 105
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MAX-HEAPIFY(A, 7)
[ « LEFT (i)
2 r « RIGHT()
3 if [ < tamanbo-do-beap|A] e A[l] > A[i]
4  then maior « [
5 else maior < i ,
6 if r < tamanbo-do-beap[A] e A[r] > A[maior]
-
8
9
10

[a—y

then maior < r

if maior # i
then trocar A[7] <> A[maior]
MAX-HEAPIFY(A, maior)

FIGURA 6.2 A acio de MAX-HEAPIFY(A, 2), onde tamanhbo-do-beap{A] = 10. (a) A configuracio inicial,
comA[2] no né i = 2, violando a propriedade de heap miximo, pois ele nio ¢ maior que ambos os filhos.
A propriedade de heap méximo é restabelecida para o n6 2 em (b) pela troca de A[2] por A[4], o que des-
tréi a propriedade de heap miximo para o n6 4. A chamada recursiva MAX-HEAPIFY (A, 4) agora define
i = 4. Ap0s a troca de A[4] por A[9], como mostramos em (c), o n6 4 € corrigido, e a chamada recursiva a
MAX-HEAPIFY(4, 9) nio produz nenhuma mudanca adicional na estrutura de dados

A Figura 6.2 ilustra a agio de MAX-HEAPIFY. Em cada passo, o maior entre os elementos A[7],
A[LEFT ()] e A[RIGHT (?)] € determinado, e seu indice é armazenado em maior. Se A[¢] € maior, en-
tao a subarvore com raiz no né 7 € um heap maximo e o procedimento termina. Caso contrario, um
dos dois filhos tem o maior elemento, e A[#] é trocado por A[maior], o que faz o n6 i e seus filhos sa-
tisfazerem a propriedade de heap maximo. Porém, agora o né indexado por maior tem o valor origi-
nal A[#] e, desse modo, a subdrvore com raiz em maior pode violar a propriedade de heap maximo.
Em conseqiiéncia disso, MAX-HEAPIFY deve ser chamado recursivamente nessa subarvore.

O tempo de execucio de MAX-HEAPIFY em uma subarvore de tamanho # com raiz em um
dado né i é o tempo @(1) para corrigir os relacionamentos entre os elementos A[7], A[LEFT(%)] e
A[RIGHT () ], mais o tempo para executar MAX-HEAPIFY em uma subdrvore com raiz em um dos
filhos do né i. As subarvores de cada filho tém tamanho maximo igual a 27/3 — o pior caso ocorre
quando a ultima linha da drvore estd exatamente metade cheia — e o tempo de execugao de

’ MAX-HEAPIFY pode entio ser descrito pela recorréncia



T(n) < T2n/3) + O(1) .

A solugio para essa recorréncia, de acordo com o caso 2 do teorema mestre (Teorema 4.1), é
T(n) = O(lgn). Como alternativa, podemos caracterizar o tempo de execucao de MAX-HEAPIFY
em um no de altura b como O(h).

Exercicios

6.2-1
Usando a Figura 6.2 como modelo, ilustre a operacio de MAX-HEAPIFY(4, 3) sobre o arranjo A
=(27,17,3,16,13,10,1,5,7, 12, 4, 8,9, 0).

6.2-2

Comegando com o procedimento MAX-HEAPIFY, escreva pseudoc6digo para o procedimento
MIN-HEAPIFY (A4, 7), que executa-a manipulacdo correspondente sobre um heap minimo. Como
o tempo de execucao de MIN-HEAPIFY se compara ao de MAX-HEAPIFY?

6.2-3
Qual é o efeito de chamar MAX-HEAPIFY(4, 7)) quando o elemento A[7] € maior que seus filhos?

6.2-4 .
Qual é o efeito de chamar MAX-HEAPIFY(A, 7) para i > tamanhbo-do-beap|[A]/2?

6.2-5

O cédigo de MAX-HEAPIFY ¢ bastante eficiente em termos de fatores constantes, exceto possi-
velmente para a chamada recursiva da linha 10, que poderia fazer alguns compiladores produzi-
rem um c6digo ineficiente. Escreva um MAX-HEAPIFY eficiente que use uma construcio de con-
trole iterativa (um loop) em lugar da recursao.

6.2-6

Mostre que o tempo de execucao do pior caso de MAX-HEAPIFY sobre um heap de tamanho n é
Q(lgn). (Sugestdo: Paraum heap com n nés, fornega valores de nés que facam MAX-HEAPIFY ser
chamado recursivamente em todo né sobre um caminho desde a raiz até uma folha.)

6.3 A construcao de um heap

Podemos usar o procedimento MAX-HEAPIFY de baixo para cima, a fim de converter um arranjo
A[1..n], onde n = comprimento[A], em um heap miximo. Pelo Exercicio 6.1-7, os elementos no
subarranjo A[(I_n/ZJ + 1)..n] sdo todos folhas da arvore, e entdo cada um deles € um heap de 1
elemento com o qual podemos comegar. O procedimento BUILD-MAX-HEAP percorre 0s n0s
restantes da arvore e executa MAX-HEAPIFY sobre cada um.

BUILD-MAX-HEAP(A)

1 tamanbo-do-heap|A] < comprimento[A]
2 fori « |comprimento[A)/2] downto 1
3 do MAX-HEAPIFY(4, 7)

A Figura 6.3 ilustra um exemplo da agio de BUILD-MAX-HEAP.
Para mostrar por que BUILD-MAX-HEAP funciona corretamente, usamos o seguinte loop in-
variante:

No comecgo de cada iteragio do loop for daslinhas 2e 3, cadandi+ 1,i + 2, ..., néaraiz
de um heap maximo. 107
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FIGURA 6.3 A operagio de BUILD-MAX-HEAP, mostrando a estrutura de dados antes da chamada a
MAX-HEAPIFY na linha 3 de BUILD-MAX-HEAP. (a) Um arranjo de entrada de 10 elementos A e a drvore bi-
ndria que ele representa. A figura mostra que o indice de loop i se refere ao né 5 antes da chamada
MAX-HEAPIFY(A, 7). (b) A estrutura de dados que resulta. O indice de loop i para a préxima itera¢io apon-
ta para o n6 4. (c)—(e) Iteragdes subseqiientes do loop for em BUILD-MAX-HEAP. Observe que, sempre
que MAX-HEAPIFY é chamado em um né, as duas subirvores desse né sio ambas heaps maximos. (f) O
heap miximo apés o término de BUILD-MAX-HEAP

Precisamos mostrar que esse invariante € verdade antes da primeira iteragao do loop, que
cada iteracdo do loop mantém o invariante e que o invariante fornece uma propriedade til para
mostrar a corre¢io quando o loop termina.

Inicializacido: Antes da primeira iteracio do loop, i = |n/2]). Cadanéln/2] + 1,ln2l+2,.. ,né
uma folha, e é portanto a raiz de um heap maximo trivial.

Manutengao: Para ver que cada iteragao mantém o loop invariante, observe que os filhos do
né i sio numerados com valores mais altos que i. Assim, pelo loop invariante, ambos sio
raizes de heaps maximos. Essa é precisamente a condi¢do exigida para a chamada
MAX-HEAPIFY(A, 7) para tornar o n6 7 a raiz de um heap miximo. Além disso, a chamada a MAX-
HEAPIFY preserva a propriedade de que os nés i + 1,7 + 2, ..., n sdo todos raizes de heaps
miximos. Decrementar  na atualizacio do loop for restabelece o loop invariante para a
proxima iteragao.



Término: No término, i = 0. Pelo loop invariante, cadané 1, 2, ..., n é araiz de um heap maximo.
Em particular, o né 1 é uma raiz.

Podemos calcular um limite superior simples sobre o tempo de execugio de BUILD-
MAX-HEAP como a seguir. Cada chamada a MAX-HEAPIFY custa o tempo O(lg n), e existem O(n)
dessas chamadas. Desse modo, o tempo de execugao é O(n 1g n). Esse limite superior, embora
correto, nao € assintoticamente restrito.

Podemos derivar um limite mais restrito observando que o tempo de execuc¢io de MAX-
HEAPIFY sobre um nd varia com a altura do né na drvore, € as alturas na maioria dos nés sdo pe-
quenas. Nossa andlise mais restrita se baseia nas propriedades de que um heap de z elementos
tem altural Ig 7] (ver Exercicio 6.1-2) e no méximo| 7/2* + 1| nés de qualquer altura b (ver Exer-
cicio 6.3-3).

O tempo exigido por MAX-HEAPIFY quando é chamado em um né de altura b € O(b); assim,
podemos expressar o custo total de BUILD-MAX-HEAP por

Lien] [ 4, Liez] p
2: {Ezzr]()(b):=()(n -Efj.

bh=0 bh=0
O 1dltimo somatoério pode ser calculado substituindo-se x = 1/2 na férmula (A.8), o que produz

iiz 1/2

2 (1-1/2)%
=2.

Desse modo, o tempo de execugio de BUILD-MAX-HEAP pode ser limitado como

Lign] b © b

bh=0 b=0

=0 ).

Conseqiientemente, podemos construir um heap maximo a partir de um arranjo nao orde-
nado em tempo linear.

Podemos construir um heap minimo pelo procedimento BUILD-MIN-HEAP, que € igual a
BUILD-MAX-HEAP, mas tem a chamada a MAX-HEAPIFY na linha 3 substituida por uma chamada
a MIN-HEAPFY (ver Exercicio 6.2-2). BUILD-MIN-HEAP produz um heap minimo a partir de um
arranjo linear nio ordenado em tempo linear.

Exercicios

63-1
Usando a Figura 6.3 como modelo, ilustre a operacio de BUILD-MAX-HEAP sobre o arranjo A =
(5,3,17, 10, 84, 19, 6, 22, 9).

6.3-2
Por que queremos que o indice de loop 7 na linha 2 de BUILD-MAX-HEAP diminua de Lcompri-
mento[A}/2] até 1, em vez de aumentar de 1 até | comprimento[A)/2?

6.3-3
Mostre que existem no méaximo [ 7/2? * 1] nés de altura b em qualquer heap de n elementos. i 109
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6.4 O algoritmo heapsort

O algoritmo heapsort (ordenacio por monte) comeca usando BUILD-MAX-HEAP para construir
um heap no arranjo de entrada A[1..n], onde n = comprimento[A]. Tendo em vista que o ele-
mento miximo do arranjo estd armazenado na raiz A[1], ele pode ser colocado em sua posi¢ao
final correta, trocando-se esse elemento por A[n]. Se agora “descartarmos” o né z do heap (di-
minuindo tamanhbo-do-beap[A]), observaremos que A[1 .. (n - 1)] pode ser facilmente transfor-
mado em um heap midximo. Os filhos da raiz continuam sendo heaps maximos, mas o novo ele-
mento raiz pode violar a propriedade de heap miaximo. Porém, tudo o que € necessdrio para res-

tabelecer a propriedade de heap maximo é uma chamada a MAX-HEAPIFY(A4, 1), que deixa um

heap miaximoemA[1.. (z~1)]. Entdo, o algoritmo heapsort repete esse processo para o heap de
tamanho 7 - 1, descendo até um heap de tamanho 2. (Veja no Exercicio 6.4-2 um loop invariante
preciso.)

HEAPSORT(A)

1 BUILD-MAX-HEAP(A)

2 for i « comprimento[A] downto 2

3 do trocar A[1] & A[7]

4 tamanhbo-do-beap[A] < tamanbo-do-beap[A] — 1
5 MAX-HEAPIFY(4, 1)

A Figura 6.4 mostra um exemplo da operagdo de heapsort depois do heap mdximo ser inicial-
mente construido. Cada heap miximo é mostrado no principio de uma iteragao do loop for das
linhas 2 a 5. ‘

O procedimento HEAPSORT demora o tempo O(#n 1g n), pois a chamada a BUILD-MAX-HEAP
demora o tempo O(n), e cada uma das #— 1 chamadas a MAX-HEAPIFY demora o tempo O(lgn).

Exercicios

6.4-1
Usando a Figura 6.4 como modelo, ilustre a operagio de HEAPSORT sobre o arranjoA = (5, 13,
2,25,7,17, 20, 8, 4).

6.4-2
Discuta a correcao de HEAPSORT usando o loop invariante a seguir:

No inicio de cada iterac¢do do loop for das linhas 2 a 5, o subarranjo A[1 .. 7] ¢ um heap
maximo contendo os i menores elementos de A[1 .. n], e o subarranjo A[Z + 1 .. n] con-
tém os 7 — i maiores elementos de A[1 .. n], ordenados.

6.4-3
Qual é o tempo de execugio de heapsort sobre um arranjo A de comprimento z que ja estd orde-
nado em ordem crescente? E em ordem decrescente?

6.4-4
Mostre que o tempo de execucio do pior caso de heapsort é Q(n 1g n).

6.4-5 : ,
Mostre que, quando todos os elementos sio distintos, o tempo de execugio do melhor caso de
heapsort é Q(n 1g n).
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FIGURA 6.4 Aoperagio de HEAPSORT. (a) A estrutura de dados heap maximo, logo ap6s ter sido constru-
ida por BUILD-MAX-HEAP. (b)-(j) O heap miximo logo ap6s cada chamada de MAX-HEAPIFY na linha 5.
O valor de 7 nesse instante é mostrado. Apenas os nés levemente sombreados permanecem no heap. (k) O
arranjo ordenado resultante A

6.5 Filas de prioridades

O heapsort é um algoritmo excelente, mas uma boa implementacao de quicksort, apresentado
no Capitulo 7, normalmente o supera na pritica. Nio obstante, a estrutura de dados de heap
propriamente dita tem uma utilidade enorme. Nesta secao, apresentaremos uma das aplicac6es
mais populares de um heap: seu uso como uma fila de prioridades eficiente. Como ocorre no
caso dos heaps, existem dois tipos de filas de prioridades: as filas de prioridade maxima e as filas
de prioridade minima. Focalizaremos aqui a implementacio das filas de prioridade médxima, que
por sua vez se baseiam em heaps maximos; o Exercicio 6.5-3 lhe pede para escrever os procedi-
mentos correspondentes a filas de prioridade minima.

Uma fila de prioridades é uma estrutura de dados para manutencio de um conjunto S de
elementos, cada qual com um valor associado chamado chave. Uma fila de prioridade maxima
admite as operacgbes a seguir.

INSERT(S, x) insere o elemento x no conjunto S. Essa operacio poderia ser escrita como
S« SU{x}.

MAXIMUM(S) retorna o elemento de § com a maior chave.

EXTRACT-MAX(S) remove e retorna o elemento de § com a maior chave.
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INCREASE-KEY (S, x, £) aumenta o valor da chave do elemento x para o novo valor &, que se pre-
sume ser pelo menos tio grande quanto o valor da chave atual de x.

Uma aplicagio de filas de prioridade maxima é programar trabalhos em um computador
compartilhado. A fila de prioridade méaxima mantém o controle dos trabalhos a serem executa-
dos e de suas prioridades relativas. Quando um trabalho termina ou é interrompido, o trabalho
de prioridade mais alta é selecionado dentre os trabalhos pendentes, com o uso de EX-
TRACT-MAX. Um novo trabalho pode ser adicionado a fila em qualquer instante, com a utiliza-
¢io de INSERT.

Como alternativa, uma fila de prioridade minima admite as operacdes INSERT, MI-
NIMUM, EXTRACT-MIN e DECREASE-KEY. Uma fila de prioridade minima pode ser usada em
um simulador orientado a eventos. Os itens na fila sio eventos a serem simulados, cada qual
com um tempo de ocorréncia associado que serve como sua chave. Os eventos devem ser simu-
lados em ordem de seu momento de ocorréncia, porque a simulagao de um evento pode provo-
car outros eventos a serem simulados no futuro. O programa de simulagio utiliza EX-
TRACT-MIN em cada etapa para escolher o préximo evento a simular. A medida que novos even-
tos sao produzidos, eles sao inseridos na fila de prioridade minima com o uso de INSERT. Vere-
mos outros usos de filas de prioridade minima destacando a operacio DECREASE-KEY, nos Ca-
pitulos 23 e 24.

Nao surpreende que possamos usar um heap para implementar uma fila de prioridades. Em
uma dada aplicagdo, como a programagao de trabalhos ou a simulagao orientada a eventos, os
elementos de uma fila de prioridades correspondem a objetos na aplicagio. Freqientemente é
necessario determinar que objeto da aplicacio corresponde a um dado elemento de fila de prio-
ridades e vice-versa. Entdo, quando um heap é usado para implementar uma fila de prioridades,
com freqiiéncia precisamos armazenar um descritor para o objeto da aplicacio corresponden-
te em cada elemento do heap. A constituiciao exata do descritor (isto €, um ponteiro, um inteiro
etc.) depende da aplicagao. De modo semelhante, precisamos armazenar um descritor para o
elemento do heap correspondente em cada objeto da aplicagdo. Aqui, o descritor em geral seria
um indice de arranjo. Como os elementos do heap mudam de posi¢oes dentro do arranjo du-
rante operagoes de heap, uma implementacio real, ao reposicionar um elemento do heap, tam-
bém teria de atualizar o indice do arranjo no objeto da aplicacdo correspondente. Tendo em vis-
ta que os detalhes de acesso a objetos de aplicacoes dependem muito da aplicagio e de sua im-
plementagdo, ndo os examinaremos aqui, exceto por observar que na pritica esses descritores
precisam ser mantidos corretamente.

Agora descreveremos como implementar as operagdes de uma fila de prioridade maxima. O
procedimento HEAP-MAXIMUM implementa a operagao MAXIMUM no tempo ©(1).

HEAP-MAXIMUM((@A)
1 return A[1]

O procedimento HEAP-EXTRACT-MAX implementa a opera¢gio EXTRACT-MAX. Ele € seme-
lhante ao corpo do loop for (linhas 3 a 5) do procedimento HEAPSORT:

HEAP-EXTRACT-MAX(A)

1 if tamanbo-do-beap[A] < 1

2 then error “heap underflow”

3 max < A[1]

4 A[1] « A[tamanbo-do-beap[A]]

5 tamanbo-do-beap|A] < tamanbo-do-beap[A] — 1
6 MAX-HEAPIFY(A, 1)

7 return max



O tempo de execugio de HEAP-EXTRACT-MAX ¢ O(lg n), pois ele executa apenas uma por-
¢ao constante do trabalho sobre o tempo O(lg ) para MAX-HEAPIFY.

O procedimento HEAP-INCREASE-KEY implementa a operagio INCREASE-KEY. O elemento
da fila de prioridades cuja chave deve ser aumentada € identificado por um indice 7 no arranjo.
Primeiro, o procedimento atualiza a chave do elemento A[#] para seu novo valor. Em seguida,
como o aumento da chave de A[#] pode violar a propriedade de heap miximo, o procedimento,
de um modo que ¢ uma reminiscéncia do loop de insergao (linhas 5 a 7) de INSERTION-SORT
da Secio 2.1, percorre um caminho desde esse n6 em direcdo a raiz, até encontrar um lugar
apropriado para o elemento recém-aumentado. Durante essa travessia, ele compara repetida-
mente um elemento a seu pai, permutando suas chaves e continuando se a chave do elemento €
maior, e terminando se a chave do elemento € menor, pois a propriedade de heap maximo agora
é vilida. (Veja no Exercicio 6.5-5 um loop invariante preciso.)

HEAP-INCREASE-KEY(A, i, chave)

1 if chave < A[i]

'~ 2 then error “nova chave é menor que chave atual”
3 Al[i] < chave

4 while i > 1 e A[PARENT(?)] < A[7]

5 do troca A[i] <> A[PARENT(?)]

6 i < PARENT(?)

A Figura 6.5 mostra um exemplo de uma operagio de HEAP-INCREASE-KEY. O tempo de
execuc¢io de HEAP-INCREASE-KEY sobre um heap de n elementos é O(lg n), pois o caminho tra-
cado desde o n6 atualizado na linha 3 até a raiz tem o comprimento O(lg 7).

O procedimento MAX-HEAP-INSERT implementa a operagiao INSERT. Ele toma como uma
entrada a chave do novo elemento a ser inserido no heap maximo A. Primeiro, o procedimento
expande o heap miximo, adicionando a drvore uma nova folha cuja chave é —o. Em seguida, ele
chama HEAP-INCREASE-KEY para definir a chave desse novo né com seu valor correto € manter
a propriedade de heap maiximo.

MAX-HEAP-INSERT 4, chave)

1 tamanbo-do-beap[A] « tamanbo-do-beap[A] + 1

2 A[tamanhbo-do-beap[A]] < — ©

3 HEAP-INCREASE-KEY(A, tamanbo-do-beap[A], chave)

O tempo de execugio. de MAX-HEAP-INSERT sobre um heap de 7 elementos é O(lg n).
Em resumo, um heap pode admitir qualquer operacao de fila de prioridades em um conjun-
to de tamanho z no tempo O(lg 7).

Exercicios

6.5-1
Ilustre a operagio de HEAP-EXTRACT-MAX sobre o heapA =(15,13,9,5,12,8,7,4,0,6, 2, 1).

6.5-2
Ilustre a operagio de MAX-HEAP-INSERT(A, 10) sobre o heapA = (15,13,9,5,12,8,7,4,0,6, 2,
1). Use o heap da Figura 6.5 como modelo para a chamada de HEAP-INCREASE-KEY.

6.5-3

Escreva pseudocodigo para os procedimentos HEAP-MINIMUM, HEAP-EXTRACT-MIN, HEAP-
DECREASE-KEY e MIN-HEAP-INSERT que implementam uma fila de prioridade minima com um
heap minimo. 113
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FIGURA 6.5 A operacio de HEAP-INCREASE-KEY. (a) O heap maximo da Figura 6.4(a) com um nd cujo in-
dice é 7, fortemente sombreado. (b) Esse n6 tem sua chave aumentada para 15. (¢) Depois de uma iteragao

-doloop while das linhas 4 a 6, 0 n6 e seu pai trocaram chaves, e o indice 7 sobe para o pai. (d) O heap mixi-

mo depois de mais uma iteracio do loop while. Nesse momento, A[PARENT (7)] = A[7]. Agora, a proprie-
dade de heap miximo € vilida, e o procedimento termina

6.5-4 ,
Por que nos preocupamos em definir a chave do né inserido como —« na linha 2 de MAX-
HEAP-INSERT quando a nossa proxima acao € aumentar sua chave para o valor desejado?

6.5-5
Demonstre a correcio de HEAP-INCREASE-KEY usando este loop invariante:

No comeco de cada iteracaio do loop while das linhas 4 a 6, o arranjo A[1 .. tama-
nho-do-beap[A]] satisfaz a propriedade de heap maximo, a nao ser pelo fato de que é
possivel haver uma violagao: A[7] pode ser maior que A[PARENT(?)].

6.5-6

Mostre como implementar uma fila de primeiro a entrar, primeiro a sair com uma fila de priori-
dades. Mostre como implementar uma pilha com uma fila de prioridades. (Filas e pilhas sdo defi-
nidas na Secao 10.1.)

6.5-7
A operagio HEAP-DELETE(A, 7) elimina o item do n6 ¢ do heap A. Forneca uma implementacio
de HEAP-DELETE que seja executada no tempo O(Ig ») para um heap maximo de z elementos.

6.5-8

Fornega um algoritmo de tempo O(#n g k) para intercalar & listas ordenadas em uma Qnica lista
ordenada, onde 7 é 0 numero total de elementos em todas as listas de entrada. (Sugestdo: Use
um heap minimo para fazer a intercalagio de £ modos.)



Problemas

6-1 Construcao de um beap com o uso de insercdao
O procedimento BUILD-MAX-HEAP na Secao 6.3 pode ser implementado pelo uso repetido de
MAX-HEAP-INSERT para inserir os elementos no heap. Considere a implementag¢io a seguir:

BUILD-MAX-HEAP'(A)

1 tamanbo-do-beap[A] « 1

2 for i « 2 to comprimento[A]

3 do MAX-HEAP-INSERT(A, A[])

a. Os procediméntos BUILD-MAX-HEAP e¢ BUILD-MAX-HEAP' sempre criam o mesmo heap
quando sao executados sobre o mesmo arranjo de entrada? Prove que eles o fazem, ou entao
forneca um contra-exemplo.

b. Mostre que no pior caso, BUILD-MAX-HEAP’ exige o tempo ®(n 1g n) para construir um heap
de n elementos.

6-2 Anadlise de beaps d-arios
Um beap d-drio é semelhante a um heap bindrio, mas (com uma Gnica excecao possivel) nos
que nao sao de folhas tém d filhos em vez de dois filhos. -

a. Como vocé representaria um heap d-ario em um arranjo?
b. Qual é a altura de um heap d-irio de n elementos em termos de 7 e d?

c¢. Déumaimplementagio eficiente de EXTRACT-MAX em um heap maximo d-drio. Analise seu
tempo de execuc¢io em termos de 4 e n.

d. Fornega uma implementagio eficiente de INSERT em um heap miximo d-irio. Analise seu
tempo de execucgio em termos de 4 e 7. '

e. Dé uma implementacio eficiente de HEAP-INCREASE-KEY(A, i, k), que primeiro configura
Al7] « max(A[7], k) e depois atualiza adequadamente a estrutura de heap maximo d-irio.
Analise seu tempo de execuc¢iao em termos de d e n.

6-3 Quadros de Young

Um quadro de Young m x n ¢ uma matriz m x n tal que as entradas de cada linha estao em se-
qiiéncia ordenada da esquetda para a direita, ¢ as entradas de cada coluna estio em seqiiéncia
ordenada de cima para baixo. Algumas das entradas de um quadro de Young podem ser o, 0 que
tratamos como elementos inexistentes. Desse modo, um quadro de Young pode ser usado para
conter r < mn numeros finitos.

a. Trace um quadro de Young 4 x 4 contendo os elementos {9, 16, 3, 2, 4, 8, 5, 14, 12}.

b. Demonstre que um quadro de YoungY m x n é vazio se ¥[1, 1] = . Demonstre que Y é com-
pleto (contém mn elementos) se Y[m, n] < .

¢. Forneca um algoritmo para implementar EXTRACT-MIN em um quadro de Young 7z X 7z nao
vazio que funcione no tempo O(m+n). Seu algoritmo deve usar uma sub-rotina recursiva
que solucione um problema m x n resolvendo recursivamente um subproblema (m - 1) xn
oum X (n-1). (Sugestdo: Pense em MAX-HEAPIFY.) Defina 7(p), onde p = m + n, como o
tempo de execuc¢ao maximo de EXTRACT-MIN em qualquer quadro de Young mz X 7. Forne-
ca e resolva uma recorréncia para 7(p) que produza o limite de tempo O(m + n).

d. Mostre como inserir um novo elemento em um quadro de Young m x # nio completo no
tempo O(m + n).

e. Sem usar nenhum outro método de ordenac¢io como uma sub-rotina, mostre como utilizar
um quadro de Young n X n para ordenar n2 niimeros no tempo O(7>).

J- Forneca um algoritmo de tempo O(m + n) para determinar se um dado niimero esti arma-
zenado em um determinado quadro de Young m X #. 15
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Notas do capitulo

O algoritmo heapsort foi criado por Williams [316], que também descreveu como implementar
uma fila de prioridades com um heap. O procedimento BUILD-MAX-HEAP foi sugerido por
Floyd [90].

Usamos heaps minimos para implementar filas de prioridade minima nos Capitulos 16, 23 €
24. Também damos uma implementacao com limites de tempo melhorados para certas opera-
¢oes nos Capitulos 19 e 20. ’

Implementagdes mais ripidas de filas de prioridades sao possiveis para dados inteiros. Uma
estrutura de dados criada por van Emde Boas [301] admite as operagoes MINIMUM, MAXIMUM,
INSERT, DELETE, SEARCH, EXTRACT-MIN, EXTRACT-MAX, PREDECESSOR € SUCCESSOR, no
tempo de pior caso O(lg Ig €), sujeito A restri¢io de que o universo de chaves € o conjunto {1, 2,
..., C}. Se os dados sio inteiros de b bits e 2 memoria do computador consiste em palavras de b
bits enderecaveis, Fredman e Willard [99] mostraram como implementar MINIMUM no tempo
O(1), e INSERT e EXTRACT-MIN no tempo O(,/Ig 7). Thorup [299] melhorou o limite O(/1g 7)
para o tempo O((Ig Ig 7)?). Esse limite usa uma quantidade de espaco ilimitada em 7, mas pode
ser implementado em espacgo linear com o uso de hash aleato6rio.

Um caso especial importante de filas de prioridades ocorre quando a seqiiéncia de opera-
coes de EXTRACT-MIN é monoténica ou monotona, ou seja, os valores retornados por opera-
coes sucessivas de EXTRACT-MIN sio monotonicamente crescentes com o tempo. Esse caso sur-
ge em virias aplicacbes importantes, como o algoritmo de caminhos mais curtos de origem ni-
ca de Dijkstra, discutido no Capitulo 24, e na simulacio de eventos discretos. Para o algoritmo
de Dijkstra é particularmente importante que a operacio DECREASE-KEY seja implementada de
modo eficiente.

No caso monotdnico, se os dados sdo inteiros no intervalo 1, 2, ..., C, Ahuja, Melhorn, Orlin e
Tarjan [8] descrevem como implementar EXTRACT-MIN e INSERT no tempo amortizado O(lg
C) (consulte o Capitulo 17 para obter mais informagbes sobre andlise amortizada) e
DECREASE-KEY no tempo O(1), usando uma estrutura de dados chamada heap de raiz. O limite
O(lg ©) pode ser melhorado para O(\/lg—C) com o uso de heaps de Fibonacci (consulte o Capitu-
lo 20) em conjunto com heaps de raiz. O limite foi melhorado ainda mais para o tempo esperado
O(1g'”? * £ C) por Cherkassky, Goldberg e Silverstein [58], que combinam a estrutura de baldes
em virios niveis de Denardo € Fox [72] com o heap de Thorup mencionado antes. Raman [256]
melhorou mais ainda esses resultados para obter um limite de O(min(lg” * ¢ C, 1g!? * ¢ n)), para
qualquer ¢ > 0. DiscussGes mais detalhadas desses resultados podem ser encontradas em traba-
lhos de Raman {256] e Thorup [299].



Capitulo 7

Quicksort

O quicksort (ordenagio ripida) é um algoritmo de ordenacio cujo tempo de execuc¢io do
pior caso é ®@(n?) sobre um arranjo de entrada de n nimeros. Apesar desse tempo de execu-
¢io lento no pior caso, o quicksort com freqiiéncia é a melhor opg¢ao pratica para ordenacgio,
devido a sua notdvel eficiéncia na média: seu tempo de execucio esperado é O(n lg n), e os
fatores constantes ocultos na nota¢io ®(n Ig n) sio bastante pequenos. Ele também apresen-
ta a vantagem da ordenagio local (ver Capitulo 2) e funciona bem até mesmo em ambientes
de memoria virtual.

A Secao 7.1 descreve o algoritmo e uma sub-rotina importante usada pelo quicksort para
particionamento. Pelo fato do comportamento de quicksort ser complexo, comegaremos
com uma discussao intuitiva de seu desempenho na Se¢io 7.2 e adiaremos sua andlise preci-
sa até o final do capitulo. A Se¢ao 7.3 apresenta uma versao de quicksort que utiliza a amos-
tragem aleatOria. Esse algoritmo tem um bom tempo de execugdo no caso médio, e nenhuma
entrada especifica induz seu comportamento do pior caso. O algoritmo aleaté6rio € analisado
na Secio 7.4, onde mostraremos que ele é executado no tempo @ (n2) no pior caso e no tem-
po O(n lg n) em média.

7.1 Descricao do quicksort

O quicksort, como a ordenagao por intercalacio, se baseia no paradigma de dividir e conquistar
introduzido na Se¢io 2.3.1. Aqui estd o processo de dividir € conquistar em tré€s passos para or-
denar um subarranjo tipico A[p .. r].

Dividir: O arranjo A[p .. r] é particionado (reorganizado) em dois subarranjos (possivelmente
vazios) A[p ..q— 1] eA[q + 1 ..r] tais que cada elemento de A[p .. g — 1] € menor que ou igual
aA[q] que, por sua vez, é igual ou menor a cada elementode A[g + 1 .. r]. O indice g € calcu-
lado como parte desse procedimento de particionamento.

Conquistar: Os dois subarranjosA[p ..g-1] e A[g + 1 .. r] sio ordenados por chamadas recursi-
vas a quicksort.

Combinar: Como os subarranjos sio ordenados localmente, nio € necessario nenhum trabalho
para combini-los: o arranjo A[p .. r] inteiro agora esta ordenado.

O procedimento a seguir implementa o quicksort.
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QUICKSORT (A, p, r)

1ifp<r

2 then g < PARTITION@A, p, r)
3 QUICKSORT@A, p,g- 1)

4 QUICKSORT@A, g + 1,7)

Para ordenar um arranjo A inteiro, a chamada inicial € QUICKSORT (A, 1, comprimento[A]).

Particionamento do arranjo

A chave para o algoritmo € o procedimento PARTITION, que reorganiza o subarranjoA[p .. r] lo-
calmente.

PARTITION(A, p, 7)
1 x <« Alr]

2i<p-1

3 forj<—ptor-1

4 do if A[j] <x

5 theni«i+1
6 trocar A[i] < A[/]
7 trocar A[i + 1] <> A[r]

8 returni + 1

A Figura 7.1 mostra a operagao de PARTITION sobre um arranjo de 8 elementos. PARTITION
sempre seleciona um elemento x = A[r] como um elemento pivé ao redor do qual seri feito o
particionamento do subarranjo A[p .. 7]. Amedida que o procedimento é executado, o arranjo é
particionado em quatro regioes (possivelmente vazias). No inicio de cada iteracdo do loop for
nas linhas 3 a 6, cada regiao satisfaz a certas propriedades, que podemos enunciar como um
loop invariante:

No inicio de cada iteragao do loop das linhas 3 a 6, para qualquer indice de arranjo &,

1. Sep <k <i entio A[k] < x.
2. Sei+ 1<k<j-1,entio Alk] > x.
3. Sek =r, entao A[k] = x.

A Figura 7.2 resume essa estrutura. Os indices entre j € » — 1 ndo sio cobertos por quaisquer
dos trés casos, e os valores nessas entradas nio tém nenhum relacionamento particular para o
pivo x.

Precisamos mostrar que esse loop invariante é verdadeiro antes da primeira itera¢do, que
cada iteracao do loop mantém o invariante e que o invariante fornece uma propriedade util para
mostrar a correcao quando o loop termina.

Inicializacao: Antes da primeira iteracao do loop, i = p—1 e j = p. Nio ha nenhum valor entre p
e i, e nenhum valor entre i + 1 e j— 1; assim, as duas primeiras condi¢oes do loop invariante
sdo satisfeitas de forma trivial. A atribuicio na linha 1 satisfaz a terceira condigao.

Manuteng¢ao: Como mostra a Figura 7.3, existem dois casos a considerar, dependendo do resul-
tado do teste na linha 4. A Figura 7.3 (a) mostra o que acontece quando A[j] > x; a Gnica agido
no loop € incrementar j. Depois quej € incrementado, a condigao 2 € valida paraA[j- 1] e to-
das as outras entradas permanecem inalteradas.
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FIGURA 7.1 A operagao de PARTITION sobre um exemplo de arranjo. Os elementos do arranjo ligeira-
mente sombreados estio todos na primeira parti¢io com valores nio maiores que x. Elementos fortemen-
te sombreados estio na segunda parti¢ao com valores maiores que x. Os elementos nio sombreados ain-
da nio foram inseridos em uma das duas primeiras particdes, e o elemento final branco € o pivé. (a) O ar-
ranjo inicial e as configuragdes de varidveis. Nenhum dos elementos foi inserido em qualquer das duas
primeiras parti¢oes. (b) O valor 2 € “trocado com ele mesmo” e inserido na parti¢io de valores menores.
(©)—(d) Os valores 8 e 7 foram acrescentados a parti¢io de valores maiores. (€) Os valores 1 e 8 sio permu-
tados, e a parti¢do menor cresce. (f) Os valores 3 e 8 sio permutados, € a particio menor cresce. (g)—(h) A
parti¢ao major cresce até incluir 5 e 6 e o loop termina. (i) Nas linhas 7 e 8, o elemento pivo é permutado
de forma a residir entre as duas partigoes

A Figura 7.3(b) mostra o que acontece quando A[j] £x; i € incrementado, A[i] e A[j] sdo per-
mutados, e entaoj € incrementado. Por causa da troca, agora temos que A[i] <x, e a condi¢ao 1 é
satisfeita. De modo semelhante, também temos que A[j~ 1] > x, pois o item que foi trocado em
A[j - 1] €, pelo loop invariante, maior que x.

irtesirito

FIGURA 7.2 As quatro regiGes mantidas pelo procedimento PARTITION em um subarranjo A[p .. r]. Os
valores em A[p .. i] sdo todos menores que ou iguais a x, os valores em A[i + 1 .. j—1] sio todos maiores
que x, € A[r] = x. Os valores em A[/ .. r — 1] podem ser quaisquer valores

Término: No término, j = r. Entdo, toda entrada no arranjo estd em um dos trés conjuntos des-
critos pelo invariante, e particionamos 0s valores no arranjo em trés conjuntos: os que sio
menores que ou iguais a x, os majores que x, € um conjunto unitario contendo x.
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As duas linhas finais de PARTITION movem o elemento pivo para seu lugar no meio do ar-
ranjo, permutando-o com o elemento mais a esquerda que € maior que x. A saida de PARTITION
agora satisfaz as especificagdes dadas para a etapa de dividir.

O tempo de execucio de PARTITION sobre o subarranjo A[p ..r] € ®(n),onden =r-p + 1
(ver Exercicio 7.1-3).

Exercicios

7.1-1
Usando a Figura 7. 1 como modelo, ilustre a operagao de PARTITION sobre o arranjo A = (13,
19,9,5,12,8, 7, 4, 11, 2, 6, 21).

7.1-2

Que valor de g PARTITION retorna quando todos os elementos no arranjo A[p .. ] tém o mesmo
valor? Modifique PARTITION de forma que g = (p + r)/2 quando todos os elementos no arranjo
A[p .. r] ttm 0 mesmo valor.

7.1-3
Forneca um breve argumento mostrando que o tempo de execugio de PARTITION sobre um su-
barranjo de tamanho 7n é O(n).

{by.

FIGURA 7.3 Os dois casos para uma iteragao do procedimento PARTITION. (a) Se A[f] > x, aUnicaagdo é
incrementar 7, o que mantém o loop invariante. (b) Se A[j] <x, o indice 7 é incrementado, A[7] e A[j] sdo
permutados, e entio j é incrementado. Novamente, o loop invariante é mantido

7.1-4
De que maneira vocé modificaria QUICKSORT para fazer a ordenacio em ordem nao crescente?

7.2 O desempenho de quicksort

O tempo de execugio de quicksort depende do fato de o particionamento ser balanceado ou

nio balanceado, e isso por sua vez depende de quais elementos sio usados para particionar. Se

o particionamento é balanceado, o algoritmo é executado assintoticamente tio ripido quanto a

ordenacio por intercalagio. Contudo, se o particionamento € ndo balanceado, ele pode ser exe-

cutado assintoticamente de forma tio lenta quanto a ordenag¢io por inser¢io. Nesta secao, in-

vestigaremos informalmente como o quicksort é executado sob as hipéteses de particionamen-
120| to balanceado e particionamento nio balanceado.



Particionamento no pior caso

O comportamento do pior caso para o quicksort ocorre quando a rotina de particionamento
produz um subproblema com 7 — 1 elementos € um com 0 elementos. (Essa afirmativa ¢ de-
monstrada na Secio 7.4.1.) Vamos supor que esse particionamento nio balanceado surge em
cada chamada recursiva. O particionamento custa o tempo ®(n). Tendo em vista que a chamada
recursiva sobre um arranjo de tamanho 0 simplesmente retorna, 7(0) = (1), e a recorréncia
para o tempo de execucio é

T(n) = T(n-1) + T(0) + On)

T(n-1) + O(n) .

Intuitivamente, se somarmos os custos incorridos a cada nivel da recursio, conseguimos
uma série aritmética (equagio (A.2)), que tem o valor @(n?). Na realidade, é simples usar o mé-
todo de substitui¢io para provar que a recorréncia T(n) = T(n - 1) + ©(n) tem a solucio IT'(n) =
®(7?). (Veja o Exercicio 7.2-1.)

' Portanto, se o particionamento é nio balanceado de modo maximo em cada nivel recursivo
do algoritmo, o tempo de execucio é ®(n?). Por conseguinte, o tempo de execugio do pior caso
do quicksort nio é melhor que o da ordenagio por insercao. Além disso, o tempo de execugio
©(n?) ocorre quando o arranjo de entrada j4 esti completamente ordenado — uma situagio co-
mum na qual a ordenacio por insercio é executada no tempo O(n).

Particionamento do melhor caso

Na divisio mais uniforme possivel, PARTITION produz dois subproblemas, cada um de tamanho
niao maior que 7/2, pois um tem tamanho {72/2] e 0 outro tem tamanho [ 7/2]~ 1. Nesse caso, o
quicksort é executado com muito maior rapidez. A recorréncia pelo tempo de execug¢io € entao

T(n) < 2T(n/2) + O(n)

que, pelo caso 2 do teorema mestre (Teorema 4.1) tem a solugio T(n) = O(n Ig n). Desse modo,
o balanceamento equilibrado dos dois lados da particao em cada nivel da recursio produz um
algoritmo assintoticamente mais rapido.

Particionamento balanceado

O tempo de execugdo do caso médio de quicksort é muito mais préximo do melhor caso que do
pior caso, como mostrario as analises da Se¢io 7.4. A chave para compreender por que isso po-
deria ser verdade é entender como o equilibrio do particionamento se reflete na recorréncia
que descreve o tempo de execugio.

Por exemplo, suponha que o algoritmo de particionamento sempre produza uma divisio
proporcional de 9 para 1, que a principio parece bastante desequilibrada. Entio, obtemos a re-
corréncia

T(n) < T(9n/10) + T(n/10) + cn

no tempo de execugio de quicksort, onde incluimos explicitamente a constante ¢ oculta no ter-
mo O©(n). A Figura 7.4 mostra a drvore de recursio para essa recorréncia. Note que todo nivel da
drvore tem custo cn, até ser alcangada uma condigao limite a profundidade log;, 7 = ©(Ign), e
entio os niveis tém o custo maximo cz. A recursio termina na profundidade log, oo 72 = O(Ig n).
Q custo total do quicksort é portanto O(r 1g 7). Desse modo, com uma divisio na proporgao de | 121
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9 para 1 em todo nivel de recursao, o que intuitivamente parece bastante desequilibrado, o
quicksort é executado no tempo O(n Ig n) — assintoticamente 0 mesmo tempo que teriamos se a
divisao fosse feita exatamente ao meio. De fato, até mesmo uma divisao de 99 para 1 produz um
tempo de execugio igual a O(n 1g n). A razao é que qualquer divisao de proporcionalidade cons-
tante produz uma irvore de recursio de profundidade ©O(lg n), onde o custo em cada nivel €
O(n). Portanto, o tempo de execucio serd entao O(n 1g n) sempre que a divisdo tiver proporcio-
nalidade constante.
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FIGURA 7.4 Uma arvore de recursio para QUICKSORT, na qual PARTITION sempre produz uma divisao
de 9 para 1, resultando no tempo de execucio O(n Ig n). Os nés mostram tamanhos de subproblemas,
com custos por nivel a direita. Os custos por nivel incluem a constante ¢ implicita no termo O(n)

Intuicao para o caso médio

Para desenvolver uma nog¢ao clara do caso médio de quicksort, devemos fazer uma suposi¢ao so-
bre a freqiéncia com que esperamos encontrar as varias entradas. O comportamento de quick-
sort é determinado pela ordenacgao relativa dos valores nos elementos do arranjo dados como
entrada, e nao pelos valores especificos no arranjo. Como em nossa analise probabilistica do
problema da contratagao na Se¢ao 5.2, iremos supor por enquanto que todas as permutagoes
dos nimeros de entrada sao igualmente provaveis.

Quando executamos o quicksort sobre um arranjo de entrada aleatério, é improvavel
que o particionamento sempre ocorra do mesmo modo em todo nivel, como nossa andlise
informal pressup6s. Esperamos que algumas divisdes sejam razoavelmente bem equilibra-
das e que algumas sejam bastante desequilibradas. Por exemplo, o Exercicioc 7.2-6 lhe pede
para mostrar que, em cerca de 80% do tempo, PARTITION produz uma divisio mais equilibra-
da que 9 para 1, e mais ou menos em 20% do tempo ele produz uma divisio menos equili-
brada que 9 para 1.

No caso médio, PARTITION produz uma mistura de divisées “boas” e “ruins”. Em uma arvore
de recursdo para uma execugio do caso médio de PARTITION; as divisdes boas e ruins estdo distri-
buidas aleatoriamente ao longo da drvore. Porém, suponha para fins de intui¢ao, que as divisdes
boas e ruins alternem seus niveis na arvore, e que as divisdes boas sejam divisdes do melhor caso e
as divisOes ruins sejam divisdes do pior caso. A Figura 7.5(a) mostra as divisoes em dois niveis con-
secutivos na irvore de recursdo. Na raiz da arvore, o custo é z para particionamento e os subarran-
jos produzidos tém tamanhos 7z — 1 e 1: o pior caso. No nivel seguinte, o subarranjo de tamanhon
— 1 é particionado no melhor caso em dois subarranjos de tamanho (n—1)/2 -1 e (n—1)/2. Vamos
supor que o custo da condicio limite seja 1 para o subarranjo de tamanho 0.
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FIGURA 7.5 (a) Dois niveis de uma arvore de recursio para quicksort. O particionamento na raiz custan €
produz uma divisao “ruim”: dois subarranjos de tamanhos 0 e 72— 1. O particionamento do subarranjo de ta-
manho 7 — 1 custazn — 1 e produz uma divisio “boa”: subarranjos de tamanho (z—-1)/2-1e (n—1)/2. (b) Um
Unico nivel de uma drvore de recursio que esta muito bem equilibrada. Em ambas as partes, o custo de parti-
cionamento para os subproblemas mostrados com sombreamento eliptico é ® (7). Ainda assim, os subpro-
blemas que restam para serem resolvidos em (2), mostrados com sombreamento retangular, nio sao maio-
res que os subproblemas correspondentes que restam para serem resolvidos em (b)

A combinacio da divisio ruim seguida pela divisio boa produz trés subarranjos de tamanhos
0, (m-1)/2-1e (n-1)/2,aum custo de particionamento combinado de ®(n) + ®(n- 1) = O(n).
Certamente, essa situacio nao é pior que a da Figura 7.5(b), ou seja, um tnico nivel de particiona-
mento que produz dois subarranjos de tamanho (2 — 1)/2, a0 custo © (). Ainda assim, essa ultima
situacao € equilibrada! Intuitivamente, o custo ®(z — 1) da divisao ruim pode ser absorvido no cus-
to O(n) da divisio boa, e a divisao resultante é boa. Desse modo, o tempo de execugio do quick-
sort, quando os niveis se alternam entre divisdes boas e ruins, é semelhante ao tempo de execugio
para divisoes boas sozinhas: ainda O(n Ig #), mas com uma constante ligeiramente maior oculta
pela notacio de O. Faremos uma andlise rigorosa do caso médio na Seg¢ao 7.4.2.

Exercicios

7.2-1
Use o método de substitui¢do para provar que a recorréncia T(n) = T(n - 1) + ©(n) tem a solu-
¢io T(n) = ©®(n?), como afirmamos no inicio da Se¢io 7.2.

7.2-2
Qual € o tempo de execucio de QUICKSORT quando todos os elementos do arranjo A tém o
mesmo valor?

7.2-3
Mostre que o tempo de execucio de QUICKSORT é @(n?) quando o arranjo A contém elementos
distintos e esta ordenado em ordem decrescente.

7.2-4

Os bancos freqiientemente registram transagées em uma conta na ordem dos horarios das transa-
¢Oes, mas muitas pessoas gostam de receber seus extratos bancirios com os cheques relacionados
na ordem de namero do cheque. Em geral, as pessoas preenchem seus cheques na ordem do na-
mero do cheque, e os comerciantes normalmente os descontam com uma presteza razoavel. Por-
tanto, o problema de converter a ordenagio pela hora da transagio na ordenacao pelo nimero do
cheque é o problema de ordenar uma entrada quase ordenada. Demonstre que o procedimento
INSERTION-SORT tenderia a superar o procedimento QUICKSORT nesse problema.

7.2-5

Suponha que as divisdes em todo nivel de quicksort estejam na propor¢ao 1 —a para o, onde 0 <
o £1/2 é uma constante. Mostre que a profundidade minima de uma folha na idrvore de recursao
¢ aproximadamente - Ig 7/lg a e a profundidade maxima é aproximadamente — Ig n/lg(1 - o).
(Nao se preocupe com o arredondamento até inteiro.)
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7.2-6 *

Demonstre que, para qualquer constante 0 < a < 1/2, a probabilidade de que, em um arranjo de
entradas aleatorias, PARTITION produza uma divisio mais equilibrada que 1 - a para o é aproxi-
madamente 1 — 2q.

7.3 Uma versao aleatoria de quicksort

Na exploracio do comportamento do caso médio de quicksort, fizemos uma suposicio de que
todas as permutagées dos nimeros de entrada sao igualmente provaveis. Porém, em uma situa-
¢do de engenharia nem sempre podemos esperar que ela se mantenha valida. (Ver Exercicio
7.2-4.) Como vimos na Se¢io 5.3, as vezes adicionamos um carater aleatorio a um algoritmo para
obter bom desempenho no caso médio sobre todas as entradas. Muitas pessoas consideram a
versdo aleatdria resultante de quicksort o algoritmo de ordenagao preferido para entrada gran-
des o suficiente.

Na Secio 5.3, tornamos nosso algoritmo aleatério permutando explicitamente a entrada.
Também poderiamos fazer isso para quicksort, mas uma técnica de aleatoriedade diferente, cha-
mada amostragem aleatéria, produz uma andlise mais simples. Em vez de sempre usar A[r]
como piv), usaremos um elemento escolhido ao acaso a partir do subarranjo A[p .. r]. Faremos
isso permutando o elemento A[7] com um elemento escolhido ao acaso de A[p .. r]. Essa modifi-
cagao, em que fazemos a amostragem aleatéria do intervalo p, ..., r, assegura que o elemento
pivd x = A[r] tem a mesma probabilidade de ser qualquer um dos 7 -p + 1 elementos do subar-
ranjo. Como o elemento pivo € escolhido ao acaso, esperamos que a divisio do arranjo de entra-
da seja razoavelmente bem equilibrada na média.

As mudangas em PARTITION e QUICKSORT sio pequenas. No novo procedimento de parti-
¢do, simplesmente implementamos a troca antes do particionamento real:

RANDOMIZED-PARTITION(A, p, 7)
1 i « RANDOM(p, 7)

2 trocar A[p] <> A[i]

3 return PARTITION(A, p, r)

O novo quicksort chama RANDOMIZED-PARTITION em lugar de PARTITION:

RANDOMIZED-QUICKSORT @A, p, r)

1ifp<r

2 then g « RANDOMIZED-PARTITION(@, p, 7)
3 RANDOMIZED-QUICKSORT(A, p, ¢ — 1)
4 RANDOMIZED-QUICKSORT(A, g + 1, 1)

Analisaremos esse algoritmo na préxima secio.

Exercicios

7.3-1
Por que analisamos o desempenho do caso médio de um algoritmo aleatdrio e nao seu desem-
penho no pior caso?

7.3-2

Durante a execuc¢io do procedimento RANDOMIZED-QUICKSORT, quantas chamadas sao fei-

tas ao gerador de nimeros aleatdérios RANDOM no pior caso? E no melhor caso? Dé a resposta
124| €m termos de notagio O.



7.4 Analise de quicksort

A Secao 7.2 forneceu alguma intuicio sobre o comportamento do pior caso do quicksort e sobre
o motivo pelo qual esperamos que ele funcione rapidamente. Nesta se¢iao, analisaremos o com-
portamento do quicksort de forma mais rigorosa. Comegaremos com uma andlise do pior caso,
que se aplica a QUICKSORT ou a RANDOMIZED-QUICKSORT, e concluimos com uma andlise
do caso médio de RANDOMIZED-QUICKSORT.

7.4.1 Analise do pior caso

Vimos na Se¢ao 7.2 que uma divisio do pior caso em todo nivel de recursio do quicksort produz
um tempo de execugio igual a @(7?) que, intuitivamente, é o tempo de execucio do pior caso
do algoritmo. Agora, vamos provar essa afirmagao.

Usando o método de substitui¢iao (ver Se¢io 4.1), podemos mostrar que o tempo de execu-
gao de quicksort é O(n?). Seja T(1) o tempo no pior caso para o procedimento QUICKSORT so-
bre uma entrada de tamanho 7. Entdo, temos a recorréncia

T(n) = max (T(q) +T(n-g ~1)) +&(n), 7D

onde o parimetro g variade 0 an — 1, porque o procedimento PARTITION produz dois subpro-
blemas com tamanho total n — 1. Supomos que T(n) < cn? para alguma constante c. Pela substi-
tui¢ao dessa suposiciao na recorréncia (7.1), obtemos

T(n)- max (cq’ +c(n—q —-1)%) +O(n)

0<g<n-1

=c- max (¢° +(n-q -1)*) +O(n) .

3

Aexpressiog? + (n—qg- 1)? alcanca um maximo sobre o intervalo 0 <g <n—1do parimetro -
em um dos pontos extremos, como pode ser visto pelo fato da segunda derivada da expressio
com relagdo a g ser positiva (ver Exercicio 7.4-3). Essa observagdo nos dd o limite maxg <, <, -1
@* + (n-q-1)? < (n-1)2 = n?-2n + 1. Continuando com nossa defini¢io do limite de T (n),
obtemos
T(n) < cn®-c(2n-1) + O(n)
< cn?,
pois podemos escolher a constante ¢ grande o suficiente para que o termo ¢(27n — 1) domine o
termo O(n). Portanto, T(n) = O(n?). Vimos na Secio 7.2 um caso especifico em que quicksort
demora o tempo Q(n?): quando o particionamento é desequilibrado. Como alternativa, o Exer-
cicio 7.4-1 lhe pede para mostrar que a recorréncia (7.1) tem uma solucio 7(n) = Q(7?%). Desse
modo, o tempo de execugio (no pior caso) de quicksort é O (n3).

7.4.2 Tempo de execuciao esperado

Ja fornecemos um argumento intuitivo sobre o motivo pelo qual o tempo de execugio do caso
médio de RANDOMIZED-QUICKSORT é O(n 1g n): se, em cada nivel de recursio, a divisio indu-
zida por RANDOMIZED-PARTITION colocar qualquer fragao constante dos elementos em um
lado da parti¢ao, entdo a drvore de recursio terd a profundidade ©(lg n), e o trabalho O(n) serd l 125
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executado em cada nivel. Ainda que sejam adicionados novos niveis com a divisao mais desequi-
librada possivel entre esses niveis, o tempo total continuara a ser O(n Ig n). Podemos analisar o
tempo de execugio esperado de RANDOMIZED-QUICKSORT com precisio, compreendendo
primeiro como o procedimento de particionamento opera, e depois usando essa compreensao
para derivar um limite O(#n Ig ») sobre o tempo de execugio esperado. Esse limite superior no
tempo de execugio esperado, combinado com o limite no melhor caso O(#n g #) que vimos na
Sec¢io 7.2, resulta em um tempo de execugio esperado O(zn lg n).

Tempo de execucao e comparagoes

O tempo de execucio de QUICKSORT é dominado pelo tempo gasto no procedimento
PARTITION. Toda vez que o procedimento PARTITION é chamado, um elemento pivo é selecio-
nado, e esse elemento nunca é incluido em quaisquer chamadas recursivas futuras a
QUICKSORT e PARTITION. Desse modo, pode haver no maximo # chamadas a PARTITION du-
rante a execugao inteira do algoritmo de quicksort. Uma chamada a PARTITION demora o tem-
po O(1) mais um periodo de tempo proporcional ao nimero de iteragoes do loop for das linhas
3 a6. Cadaiteracio desse loop for executa uma comparagio nalinha 4, comparando o elemento
pivo a outro elemento do arranjo A. Assim, se pudermos contar o nimero total de vezes que a li-
nha 4 é executada, poderemos limitar o tempo total gasto no loop for durante toda a execucgao
de QUICKSORT.

Lema 7.1
Seja X o nimero de comparagoes executadas na linha 4 de PARTITION por toda a execugao de
QUICKSORT sobre um arranjo de 7z elementos. Entiao, o tempo de execucido de QUICKSORT ¢é

O(n + X).

Prova Peladiscussao anterior, existem # chamadas a PARTITION, cada uma das quais faz uma
propor¢ao constante do trabalho e depois executa o loop for um certo niimero de vezes. Cada
iteragio do loop for executa a linha 4. (]

Portanto, nossa meta € calcular X, o namero total de comparagoes executadas em todas as
chamadas a PARTITION. Nio tentaremos analisar quantas comparagoes sao feitas em cada cha-
mada a PARTITION. Em vez disso, derivaremos um limite global sobre o namero total de compa-
ragoes. Para fazé-lo, devemos reconhecer quando o algoritmo compara dois elementos do ar-
ranjo e quando ele nao o faz. Para facilitar a anilise, renomeamos os elementos do arranjo A
como zy, 2, ..., 2, com z; sendo o i-ésimo menor elemento. Também definimos o conjunto Zy=
{21, 2; 4 1, ---» 2;} como o conjunto de elementos entre z; € 2;, inclusive.

Quando o algoritmo compara z; € 22 Para responder a essa pergunta, primeiro observamos
que cada par de elementos € comparado no miximo uma vez. Por qué? Os elementos sao com-
parados apenas ao elemento pivo e, depois que uma chamada especifica de PARTITION termi-
na, o elemento pivo usado nessa chamada nunca é comparado novamente a quaisquer outros
elementos.

Nossa andlise utiliza varidveis indicadoras aleatdrias (consulte a Secdo 5.2). Definimos

Xy = 1{z; é comparado az},

onde estamos considerando se a comparacgio tem lugar em qualquer instante durante a execu-
¢ao do algoritmo, nio apenas durante uma iteragao ou uma chamada de PARTITION. Tendo em
vista que cada par é comparado no miximo uma vez, podemos caracterizar facilmente o nimero
total de comparagoes executadas pelo algoritmo:

X, .

=i+l

X =

n=1
1

i=



Tomando as expectativas em ambos os lados, e depois usando a linearidade de expectativa e
o Lema 5.1, obtemos

E[X]=E[nz_i ‘ZXI}

i=1 j=i+1

= Z Pr {z; é comparado az;} . (7.2)

i=1 j=i+1

Resta calcular Pr {z; é comparado a zj}. Nossa andlise parte do principio de que cada pivo é
escolhido ao acaso e de forma independente.

E 1til imaginar quando dois itens ndo sio comparados. Considere uma entrada para quick-
sort dos nimeros 1 a 10 (em qualquer ordem) e suponha que o primeiro elemento pivo seja 7.
Entio, a primeira chamada a PARTTTION separa os nameros em dois conjuntos: {1, 2, 3, 4, 5, 6}
e {8, 9, 10}. Fazendo-se isso, o elemento pivd 7 é comparado a todos os outros elementos, mas
nenhum nimero do primeiro conjunto (por exemplo, 2) é ou jamais serd comparado a qual-
quer namero do segundo conjunto (por exemplo, 9). '

Em geral, uma vez que um piv0 x € escolhido com z; < x < z;, sabemos que z; € z;ndo podem
ser comparados em qualquer momento subseqiiente. Se, por outro lado, z; for escolhido como
um pivo antes de qualquer outro item em Z;;, entdo z; serd comparado a cada item em Z;;, exceto
ele mesmo. De modo semelhante, se z; for escolhido como pivd antes de qualquer outro item
emZ,;, entio z; serd comparado a cada item em Zy;, exceto ele proprio. Em nosso exemplo, os va-
lores 7 € 9 sio comparados porque 7 € o primeiro item de Z; g a ser escothido como pivd. Em
contraste, 2 € 9 nunca serio comparados, porque o primeiro elemento pivd escolhido de Z. 20€
7. Desse modo, z; € z; sa0 comparados se e somente se 0 primeiro elemento a ser escolhido
como pivo de Zj; € z; ou ;.

Agora, calculamos a probabilidade de que esse evento ocorra. Antes do ponto em que um
elemento de Z;; € escolhido como piv0, todo o conjunto Z;; estd reunido na mesma parti¢ao. Por
conseguinte, qualquer elemento de Z; tem igual probabilidade de ser o primeiro escolhido
como pivod. Pelo fato do conjunto Z,; terj~i + 1 elementos e tendo em vista que 0s pivOs sa0 es-
colhidos ao acaso e de forma independente, a probabilidade de qualquer elemento dado ser o
primeiro escolhido como pivo € 1/(7 — i + 1). Desse modo, temos

Pr {z; € comparado a z} Pr {z; ou z € o primeiro pivd escolhido de Z;} 7.3)
= Pr {z; é o primeiro piv6 escolhido de Z;}
+ Pr {z; € o primeiro piv6 escolhido de Z;}
1 1
= +
j—i+1 j—i+1

_2
j—i+1’

A segunda linha se segue porque os dois eventos sio mutuamente exclusivos. Combinando
as equacgoes (7.2) e (7.3), obtemos

E[X]=§i 2z

im1jo1 J—i+1
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Podemos avaliar essa soma usando uma troca de variaveis (g = j — i) e o limite sobre a série
harmoénica na equacgio (A.7):

pesi
ks
I
M
M:

=1 join J —8 +1

=0(nlgn). (7.49)

Desse modo concluimos que, usando-se RANDOMIZED-PARTITION, o tempo de execugao
esperado de quicksort € O(n 1g n).

Exercicios

7.4-1
Mostre que, na recorréncia

I'(n) = max (T(q)+T(n—q -1))+6O(n),

T(n) = Q(n?).

7.4-2

Mostre que o tempo de execugdo do quicksort no melhor caso € Q(r Ig n).
7.4-3

Mostre que g* + (n—~q- 1)? alcanga um maximosobreg =0, 1, ...,n— 1 quandog =O0oug=n-1.

7. 4-4
Mostre que o tempo de execugiao esperado do procedimento RANDOMIZED-QUICKSORT ¢é
Qnlgn).

7.4-5

O tempo de execugao do quicksort pode ser melhorado na pritica, aproveitando-se o tempo de
execugao muito pequeno da ordenacio por inser¢io quando sua entrada se encontra “quase”
ordenada. Quando o quicksort for chamado em um subarranjo com menos de k elementos, dei-
xe-o simplesmente retornar sem ordenar o subarranjo. Apés o retorno da chamada de alto nivel
a quicksort, execute a ordenacio por insercio sobre o arranjo inteiro, a fim de concluiro proces-
so de ordenacgio. Mostre que esse algoritmo de ordenagio é executado no tempo esperado
O(nk + n lg(n/k)). Como k deve ser escolhido, tanto na teoria quanto na pratica?

7.4-6 *

Considere a modificagao do procedimento PARTITION pela escolha aleat6ria de trés elementos
do arranjo A e pelo particionamento sobre sua mediana (o valor médio dos trés elementos).
Faca a aproximacio da probabilidade de se obter na pior das hipéteses uma divisao de a para (1
- o), como uma funcio de o no intervalo 0 < a < 1.



Problemas

7-1 Correcao da particao de Hoare
Aversao de PARTITION dada neste capitulo nio é o algoritmo de particionamento original. Aqu1
esta o algoritmo de parti¢io original, devido a T. Hoare:

HOARE-PARTITION(A, p, 7)
1 x < A[p]
2iep-1
3j¢<r+1
4 while TRUE
do repeatj < j—-1
until A[j] <x
repeati i+ 1
until Afi] > x
ifi <j
then trocar A[7] <> A[/]
11 else return j

a. Demonstre a opera¢io de HOARE-PARTITION sobre o arranjoA = (13, 19,9, 5, 12, 8, 7, 4,
11, 2, 6, 21), mostrando os valores do arranjo e os valores auxiliares depois de cada iteracdo
do loop for das linhas 4 a 11.

As trés perguntas seguintes lhe pedem para apresentar um argumento cuidadoso de que o
procedimento HOARE-PARTITION ¢ correto. Prove que:

b. Osindices i ejsao tais que nunca acessamos um elemento de A fora do subarranjo A[p .. r].
¢. Quando HOARE-PARTITION termina, ele retornaum valorjtalque p <5 <r.

d. Todo elemento de A[p .. j] € menor que ou igual a todo elemento de A[j + 1 .. r] quando
HOARE-PARTITION termina.

O procedimento PARTITION da Secio 7.1 separa o valor do pivd (originalmente em A[r])
das duas parti¢oes que ele forma. Por outro lado, o procedimento HOARE-PARTITION sempre
insere o valor do piv) (originalmente em A[p]) em uma das duas particoes A[p ..jleA[j + 1 ..r].
Como p <j < r, essa divisao é sempre nao trivial.

e. Reescreva o procedimento QUICKSORT para usar HOARE-PARTITION.

7-2 Andlise alternativa de quicksort
Uma anilise alternativa do tempo de execucio de quicksort aleatério se concentra no tempo de
execucio esperado de cada chamada recursiva individual a QUICKSORT, em vez de se ocupar
do niimero de comparagoes executadas.

a. Demonstre que, dado um arranjo de tamanho #, a probabilidade de que qualquer elemento
especifico seja escolhido como pivo € 1/n. Use isso para definir varidveis indicadoras aleato-
rias X; = I {i-ésimo menor elemento é escolhido como pivd}. Qual é E[X;]?

b. Seja T(n) uma variavel aleatéria denotando o tempo de execugio de quicksort sobre um ar-
ranjo de tamanho #. Demonstre que

E[T(n)] =E[2Xq (T(gq-1H+T(n—-q) +®(n))} . (7.5)

c. Mostre que a equacio (7.5) € simplificada para ’ 129
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B[ (w1 =2 S BT (@) +0(n) . (7.6)

q=0

d. Mostre que

' 1 . |

Zklgksan lgn—gn . a7
k=1

(Sugestao: Divida o somat6rio em duas partes, umaparak =1, 2, ..., [#/2]-1eumaparak =

(n2], ..., n- 1)

e. Usando o limite da equagio (7.7), mostre que a recorréncia na equagio (7.6) tem a solugao
E[T(n)] = O(nlg n). (Sugestdo: Mostre, por substitui¢io, que E[T(n)] < anlogn - bn paraal-
gumas constantes positivas a € b.)

7-3 Ordenacao do pateta
Os professores Howard, Fine e Howard propuseram o seguinte algoritmo de ordenagao “ele-
gante”:

STOOGE-SORT(4, i, /)

1 ifA[{] > A[j]

2 then trocar A[i] &> A[j]

3 ifi+ 125

4  then return

5 k<« L(j -i+ 1)/3J > Arredonda para menos.

6 STOOGE-SORT(A, i, j - k) > Primeiros dois tergos.

7 STOOGE-SORT(A, i + k, j) > Ultimos dois tergos.

8 STOOGE-SORT(A, i,j— k) > Primeiros dois tercos novamente.

a. Mostre que, se n = comprimento[A], entao STOOGE-SORT (A, 1, comprimento[A]) ordena
corretamente o arranjo de entrada A[1 .. n].

b. Fornecauma recorréncia para o tempo de execug¢io no pior caso de STOOGE-SORT e um li-
mite assintOtico restrito (notagao ®) sobre o tempo de execugao no pior caso.

c. Compare o tempo de execugio no pior caso de STOOGE-SORT com o da ordenagao por in-
sercido, da ordenagio por intercalagio, de heapsort e de quicksort. Os professores merecem
a estabilidade no emprego?

7-4 Profundidade de pilba para quicksort

O algoritmo QUICKSORT da Segdo 7.1 contém duas chamadas recursivas a ele proprio. Apos a
chamada a PARTITION, o subarranjo da esquerda é ordenado recursivamente, e depois o subar-
ranjo da direita é ordenado recursivamente. A segunda chamada recursiva em QUICKSORT nao
é realmente necessaria; ela pode ser evitada pelo uso de uma estrutura de controle iterativa.
Essa técnica, chamada recurséo do final, é automaticamente fornecida por bons compilado-
res. Considere a versio de quicksort a seguir, que simula a recursao do final.

QUICKSORT'A, p, 1)

1 whilep <r

2  do > Particiona e ordena o subarranjo esquerdo
3 g < PARTITION(A, p, 7)

4 QUICKSORT'4, p, g — 1)

5 pe—qg+1



a. Mostre que QUICKSORT'(A, 1, comprimento[A]) ordena corretamente O arranjo A.

Os compiladores normalmente executam procedimentos recursivos usando uma pilha
que contém informagoes pertinentes, inclusive os valores de parimetros, para cada chama-
da recursiva. As informag6es para a chamada mais recente estio na parte superior da pilha, e
as informagoes para a chamada inicial encontram-se na parte inferior. Quando um procedi-
mento € invocado, suas informagoes sio empurradas sobre a pilha; quando ele termina,
suas informacgodes sio extraidas. Tendo em vista nossa suposi¢cio de que os parimetros de
arranjos sao na realidade representados por ponteiros, as informagdes correspondentes a
cada chamada de procedimento na pilha exigem o espago de pilha O(1). A profundidade
de pilba é a quantidade maxima de espaco da pilha usado em qualquer instante durante
uma computagao.

b. Descreva um cenirio no qual a profundidade de pilha de QUICKSORT' é ®(rn) sobre um ar-
ranjo de entrada de n elementos.

c. Modifique o cédigo de QUICKSORT' de tal modo que a profundidade de pilha no pior caso
seja ©(lg n). Mantenha o tempo de execucao esperado O(n Ig #) do algoritmo.

7-5 Particao de mediana de 3

Um modo de melhorar o procedimento RANDOMIZED-QUICKSORT é€ criar uma particio em
torno de um elemento x escolhido com maior cuidado que a simples escolha de um elemento
aleat6rio do subarranjo. Uma abordagem comum € o método da mediana de 3: escolha x
como a mediana (o elemento intermedidrio) de um conjunto de 3 elementos selecionados alea-
toriamente a partir do subarranjo. Para esse problema, vamos supor que os elementos no ar-
ranjo de entrada A[1 .. n] sejam distintos € que 7 > 3. Denotamos o arranjo de saida ordenado
porA’[1.. n]. Usando o método da mediana de 3 para escolher o elemento pivo x, defina p; =
Pr{x = A'[i]}.

a. Déuma férmula exata para pi como uma fungiodeneiparai = 2,3, ..., n— 1. (Observe que
D1 =pn = 0)

b. Por qual valor aumentamos a probabilidade de escolher x = A’[L(n + 1)/2]], a mediana de
A[1.. n], em comparacao com a implementa¢io comum? Suponha que 7z — « e forneca a ra-
zao de limitagido dessas probabilidades.

c. Se definimos uma “boa” divisdo com o significado de escolher o pivd como x = A'[i], onde
n/3<i<2n/3, por qual quantidade aumentamos a probabilidade de se obter uma boa divisio
em comparagiao com a implementacao comum? (Sugestdo: Faga uma aproximac¢io da soma
por uma integral.)

d. Mostre que, no tempo de execugio Q(# g n) de quicksort, o método da mediana de 3 s6 afe-
ta o fator constante.

7-6 Ordenacdo nebulosa de intervalos

Considere um problema de ordenacio no qual os niimeros nio sio conhecidos exatamente. Em
vez disso, para cada niimero, conhecemos um intervalo sobre a linha real a que ele pertence. Ou
seja, temos #z intervalos fechados da forma [a,, b,], onde a, < b,. O objetivo € fazer a ordenacao
nebulosa desses intervalos, isto €, produzir uma permutagio (#4, #,, ..., i,,) dos intervalos tal que
exista ¢; € [a, ,b, | que satisfagaa ¢y <¢, <+~ <c,,.

a. Projete um algoritmo para ordenacao do pateta de #z intervalos. Seu algoritmo devia ter a es-
trutura geral de um algoritmo que faz o quicksort das extremidades esquerdas (os valores
a;), mas deve tirar proveito da sobreposi¢do de intervalos para melhorar o tempo de execu-
¢io. (Amedida que os intervalos se sobrepdem cada vez mais, o problema de fazer a ordena-
¢ao do pateta dos intervalos fica cada vez mais ficil. Seu algoritmo deve aproveitar tal sobre-
posicao, desde que ela exista.) 131
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b. Demonstre que seu algoritmo é executado no tempo esperado @ (n 1g») em geral, mas fun-
ciona no tempo esperado ®(n) quando todos os intervalos se sobrepdem (isto €, quando
existe um valor x tal que x € [a;, b;] para todo 7). O algoritmo nio deve verificar esse caso
de forma explicita; em vez disso, seu desempenho deve melhorar naturalmente a medida
que aumentar a propor¢ao de sobreposicao.

Notas do capitulo

O procedimento quicksort foi criado por Hoare [147]; a versio de Hoare aparece no Problema
7-1. O procedimento PARTITION dado na Secao 7.1 se deve a N. Lomuto. A andlise da Secao 7.4
se deve a Avrim Blum. Sedgewick [268] e Bentley [40] fornecem uma boa referéncia sobre os de-
talhes de implementagao e como eles sio importantes.

Mcllroy [216] mostrou como engenheiro um “adversiario matador” que produz um arranjo
sobre o qual virtualmente qualquer implementagio de quicksort demora o tempo ©(n?). Se a
implementacao € aleatéria, o adversario produz o arranjo depois de ver as escolhas ao acaso do
algoritmo de quicksort.



Capitulo 8

Ordenacdo em tempo linear

Apresentamos até agora diversos algoritmos que podem ordenar # nimeros no tempo O(n
lg n). A ordenacio por intercalagio e o heapsort alcangam esse limite superior no pior caso;
quicksort o alcang¢a na média. Além disso, para cada um desses algoritmos, podemos produ-
zir uma seqiiéncia de n nameros de entrada que faz o algoritmo ser executado no tempo Q(n
lg n).

Esses algoritmos compartilham uma propriedade interessante: a seqiiéncia ordenada que
eles determinam se baseia apenas em comparacoes entre os elementos de entrada. Chamamos
esses algoritmos de ordenacio de ordenacées por comparacao. Todos os algoritmos de or-
denacgdo apresentados até agora sio portanto ordenagoes por comparacao.

Na Secao 8.1, provaremos que qualquer ordenacao por comparagao deve efetuar Q(n 1g 7)
comparagoes no pior caso para ordenar 7 elementos. Desse modo, a ordenagio por intercala-
¢ao e heapsort sdo assintoticamente 6timas, € nao existe nenhuma ordenag¢io por comparacao
que seja mais rapida por mais de um fator constante.

As Secoes 8.2, 8.3 e 8.4 examinam trés algoritmos de ordenagio — ordenacio por contagem,
radix sort (ordenacio da raiz) e bucket sort (ordenagio por balde) — que sio executados em tem-
po linear. E desnecessirio dizer que esses algoritmos utilizam outras operacoes diferentes de
comparagoes para determinar a seqiéncia ordenada. Em conseqiiéncia disso, o limite inferior
Q(n g n) nio se aplica a eles.

8.1 Limites inferiores para ordenacao

Em uma ordenag¢ao por comparagio, usamos apenas comparagoes entre elementos para obter
informac6es de ordem sobre uma seqiiéncia de entrada (a4, a,, ..., 4,,). Ou seja, dados dois ele-
mentos 4, € a;, executamos um dos testes a; < a;, a,<da;, a, = a;, a; > a;0u a; > d,, para determi-
nar sua ordem relativa. Podemos inspecionar os valores dos elementos ou obter informagoes de
ordem sobre eles de qualquer outro modo.

Nesta se¢ao, vamos supor sem perda de generalidade que todos os elementos de entrada
sao distintos. Dada essa hipotese, as comparacdes da forma g, = a;sao inuateis; assim, podemos
supor que nao € feita nenhuma comparacio dessa forma. Também observamos que as compara-
¢oesa;<a; a;>a; a; > d;e a; < d;sio todas equivalentes, em virtude de produzirem informa-
¢Oes idénticas sobre a ordem relativade a; e a;. Por essa razao, vamos supor que todas as compa-

ragoes t€m a forma a; < a;.
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FIGURA 8.1 A irvore de decisio para ordenacio por insercio, operando sobre trés elementos. Um nd in-
terno anotado por i indica uma comparagio entre g, € @;. Uma folha anotada pela permutagao (D),
7(2),...,w(n)) indicaa ordenagioa,, < a,, <:--<a,, . O caminho sombreado indica as decisdes tomadas
durante a ordenagido da seqiéncia de entrada (@, = 6,4, = 8, a4, = 5); apermutagio (3, 1, 2) na folha indica
que aseqiiéncia ordenada é a, = 5<a, = 6<a, = 8. Existem 3! = 6 permutacdes possiveis dos elementos
de entrada; assim, a drvore de decisao deve ter no minimo 6 folhas ‘

O modelo de arvore de decisao

As ordenacbes por comparagio podem ser vistas de modo abstrato em termos de drvores
dedecisao. Uma arvore de decisdo ¢ uma arvore binidria completa que representa as compa-
racoes executadas por um algoritmo de ordenac¢io quando ele opera sobre uma entrada de
um tamanho dado. Controle, movimentacio de dados e todos os outros aspectos do algorit-
mo sdo ignorados. A Figura 8.1 mostra a drvore de decisio correspondente ao algoritmo de
ordenacao por insercao da Secao 2.1, operando sobre uma seqiiéncia de entrada de trés ele-
mentos.

Em uma drvore de decisdo, cada né interno € anotado por i;j para algum i e jno intervalo 1 <
i,j <n,onde n é o nimero de elementos na sequiiéncia de entrada. Cada folha é anotada poruma
permutagio (z(1), 7(2), ..., 7(n)). (Consulte a Seciao C.1 para adquirir experiéncia em permuta-
¢oes.) A execucgio do algoritmo de ordenagio corresponde a tragar um caminho desde a raizda
arvore de decisio até uma folha. Em cada né interno, € feita uma comparagao g, < a;. Asubirvore
da esquerda determina entio comparagOes subseqiientes para g, < a;, e a subarvore da direita
determina comparagdes subseqtientes para @; > ;. Quando chegamos a uma folha, o algoritmo
de ordenagao estabelece a ordem a1y < Gy (2) < +* < dyy,y. Como qualquer algoritmo de ordena-
¢ao correto deve ser capaz de produzir cada permutagio de sua entrada, uma condi¢do necessd-
ria para uma ordenagio por comparagao ser correta é que cada uma das n! permutacoes sobre n
elementos deve aparecer como uma das folhas da arvore de decisao, e que cada uma dessas fo-
lhas deve ser acessivel a partir da raiz por um caminho correspondente a uma execugio real da
ordenacio por comparagao. (Iremos nos referir a tais folhas como “acessiveis”.) Desse modo,
consideraremos apenas drvores de decisio em que cada permutacao aparece como uma folha
acessivel.

Um limite inferior para o pior caso

O comprimento do caminho mais longo da raiz de uma irvore de decisao até qualquer de suas
folhas acessiveis representa o nimero de comparacoes do pior caso que o algoritmo de ordena-
¢ao correspondente executa. Conseqientemente, o nimero de comparacoes do pior caso para
um dado algoritmo de ordenag¢ao por comparagao € igual a altura de sua drvore de decisao. Um
limite inferior sobre as alturas de todas as arvores de decisao em que cada-permutacio aparece
como uma folha acessivel é portanto um limite inferior sobre o tempo de execugiao de qualquer
algoritmo de ordenagao por comparagao. O teorema a seguir estabelece esse limite inferior.

Teorema 8.1
Qualquer algoritmo de ordenagio por comparacio exige Q2(zn 1g #) comparagdes no pior caso.



Prova Da discussio precedente, basta determinar a altura de uma arvore de decisio em que
cada permutagio aparece como uma folha acessivel. Considere uma arvore de decisio de altura
b com / folhas acessiveis correspondente a uma ordenagao por comparagao sobre # elementos.
Como cada uma das n! permutagoes da entrada aparece como alguma folha, temos n! < /. Tendo
em vista que uma 4rvore bindria de altura » nio tem mais de 2” folhas, temos

n<l<2b,

que, usando-se logaritmos, implica

b 2 lg(nh) (pois a funcao lg é monotonicamente crescente)
= Q(n lgn) (pela equagio (3.18)) . »
Corolario 8.2

O heapsort e a ordenagio por intercalagio sio ordenagdes por comparagio assintoticamente
Otimas.

Prova Os O(n lgn) limites superiores sobre os tempos de execucgio para heapsort e ordenagio
por intercalacdo correspondem ao limite inferior Q(# lg #) do pior caso do Teorema 8.1. =

Exercicios

8.1-1
Qual é a menor profundidade possivel de uma folha em uma arvore de decisao para uma orde-
nagao por comparacao?

8.1-2
Obtenha limites assintoticamente restritos sobre Ig(#!) sem usar a aproximacio de Stirling. Em
vez disso, avalie 0 somatorio ZZ= 18 &, empregando técnicas da Secgio A.2.

8.1-3

Mostre que nao existe nenhuma ordenagao por comparag¢io cujo tempo de execugio seja linear
para pelo menos metade das ! entradas de comprimento #. E no caso de uma fragio 1/n das en-
tradas de comprimento #? E no caso de uma fracao 1/2"?

8.1-4 v

Vocé recebeu uma seqiiéncia de # elementos para ordenar. A seqiiéncia de entrada consiste em
n/k subseqiiéncias, cada uma contendo k elementos. Os elementos em uma dada subseqiiéncia
sao todos menores que os elementos na subseqiiéncia seguinte e maiores que os elementos na
subseqiiéncia precedente. Desse modo, tudo que é necessario para ordenar a seqiiéncia inteira
de comprimento 7 é ordenar os k elementos em cada uma das n/k subseqiiéncias. Mostre um li-
mite inferior Q(» 1g k) sobre o niimero de comparagdes necessirias para resolver essa varia¢io
do problema de ordenagio. (Sugestdo: Nio é rigoroso simplesmente combinar os limites infe-
riores para as subseqiéncias individuais.)

8.2 Ordenacao por contagem

A ordenacao por contagem pressupde que cada um dos n elementos de entrada é um inteiro no

intervalo de 1ak, para algum inteiro £. Quando & = O(#), a ordenacio é executada no tempo O (7).
Aidéia basica da ordenagido por contagem é determinar, para cada elemento de entrada x, o

numero de elementos menores que x. Essa informacio pode ser usada para inserir o elemento x
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diretamente em sua posiciao no arranjo de saida. Por exemplo, se hd 17 elementos menores que
x, entdo x € colocado na posi¢ao de saida 18. Esse esquema deve ser ligeiramente modificado
para manipular a situagao na qual virios elementos tém o mesmo valor, pois nio queremos inse-
rir todos eles na mesma posigao.

No c6digo para ordenagiao por contagem, partimos da suposi¢iao de que a entrada € um ar-
ranjoA[1 .. n] e, portanto, comprimento[A] = n. Exigimos dois outros arranjos: o arranjo B[1 ..
n] contém a saida ordenada, e o arranjo C[0 .. k] fornece um espaco de armazenamento de traba-
lho temporirio.

COUNTING-SORT(A, B, k)
1 fori<Otok

2 do(li]« 0

3 forj « 1 to comprimento[A]

4 do CIA[j]] « ClA[j]] + 1

5 > Agora C[Z] contém o numero de elementos iguais a i.

6 fori—QRtok

7  do C[i] « C[i] + C[i-1]

8 > Agora C[7] contém o nimero de elementos menores que ou iguais a 7.

9 for j « comprimento[A] downto 1

10 do B[C[A[j]]] « Al/]

11 ClA[]] < ClAL]] -1

FIGURA 8.2 A operacio de COUNTING-SORT sobre um arranjo de entrada Af1 .. 8], onde cada elemento
de A é um inteiro nao negativo nio maior que k = 5. (a) O arranjo A e o arranjo auxiliar Cap6és alinha 4. (b)
O arranjo C ap6s a linha 7. (c)—(e) O arranjo de saida B e o arranjo auxiliar C ap6s uma, duas e trés itera-
¢oes do loop nas linhas 9 a 11, respectivamente. Apenas os elementos levemente sombreados do arranjo
B foram preenchidos. (f) O arranjo de saida final ordenado B

A ordenagio por contagem € ilustrada na Figura 8.2. Apés a inicializacao no loop for das li-
nhas 1 e 2, inspecionamos cada elemento de entrada no loop for das linhas 3 e 4. Se o valor de
um elemento de entrada é 7, incrementamos C[7]. Desse modo, depois da linha 4, C[#] contém
um namero de elementos de entrada igual a  para cada inteiroi = 0, 1, ..., k. Nas linhas 6 e 7 de-
terminamos, paracadai = 0, 1, ..., B, quantos elementos de entrada sio menores que ou iguais a
i; mantendo uma soma atualizada do arranjo C.

Finalmente, no loop for das linhas 9 a 11, colocamos cada elemento A[f] em sua posic¢ao or-
denada correta no arranjo de saida B. Se todos os n elementos forem distintos, entao, quando

136| €ntrarmos pela primeira vez na linha 9, para cada A[/], o valor C[A[/]] serd a posigao final correta



de A[/] no arranjo de saida, pois existem C[A[f]] elementos menores que ou iguais 2 A[f]. Como
os elementos podem nao ser distintos, decrementamos C[{A[f]] toda vez que inserimos um valor
A[f] no arranjo B; isso faz com que o préximo elemento de entrada com um valor igual a A[f], se
existir algum, va para a posicio imediatamente anterior a A[f] no arranjo de saida.

Quanto tempo a ordenagao por contagem exige? O loop for das linhas 1 e 2 demora o tempo
©(k), o loop for das linhas 3 e 4 demora o tempo O (n), o loop for das linhas 6 € 7 demora o tem-
po O(k) e oloop for das linhas 9 a 11 demora o tempo @(#). Portanto, o tempo total é @(k + n).
Na pritica, normalmente usamos a ordenag¢io por contagem quando temos £ = O(n), em cujo
caso o tempo de execugio é O(n).

A ordenagio por contagem supera o limite inferior de Q(# Ig n) demonstrado na Seciao 8.1,
porque nio é uma ordenagao por comparagio. De fato, nenhuma comparacio entre elementos
de entrada ocorre em qualquer lugar no cédigo. Em vez disso, a ordenagio por contagem utiliza
os valores reais dos elementos para efetuar a indexagio em um arranjo. O limite inferior Q(# Ig #)
para ordenagio nio se aplica quando nos afastamos do modelo de ordenagao por comparagio.

Uma propriedade importante da ordenagio por contagem é o fato de ela ser estdvel: nume-
ros com o mesmo valor aparecem no arranjo de saida na mesma ordem em que se encontram no
arranjo de entrada. Ou seja, os vinculos entre dois nimeros sio rompidos pela regra de que
qualquer nimero que aparecer primeiro no arranjo de entrada aparecerd primeiro no arranjo
de saida. Normalmente, a propriedade de estabilidade s6 é importante quando dados satélite
sdo transportados juntamente com o elemento que estd sendo ordenado. A estabilidade da or-
denacio por contagem é importante por outra razio: a ordenacio por contagem € usada fre-
qientemente como uma sub-rotina em radix sort. Como veremos na proxima se¢ao, a estabili-
dade da ordenagio por contagem é crucial para a corre¢io da radix sort.

Exercicios

8.2-1
Usando a Figura 8.2 como modelo, ilustre a operacio de COUNTING-SORT sobre o arranjo A =
(6,0,2,0,1,3,4,6, 1, 3, 2).

822
Prove que COUNTING-SORT é estivel.

8.2-3
Suponha que o cabecalho do loop for na linha 9 do procedimento COUNTING-SORT seja rees-
Crito:

9 for j < 1 to comprimento[A]

Mostre que o algoritmo ainda funciona corretamente. O algoritmo modificado é estavel?

8.2-4

Descreva um algoritmo que, dados » inteiros no intervalo de 0 a &, realiza o pré-processamento
de sua entrada e depois responde a qualquer consulta sobre quantos dos #z inteiros recaem em
um intervalo [a .. ] no tempo O(1). Seu algoritmo deve utilizar o tempo de pré-processamento
O + k).

8.3 Radix sort

A radix sort (ou ordenacao da raiz) é o algoritmo usado pelas miquinas de ordenacido de
cartdes que agora sao encontradas apenas nos museus de informatica. Os cartoes estao organi-
zados em 80 colunas, e em cada coluna pode ser feita uma perfuragao em uma de 12 posigées. O | 5,



ordenador pode ser “programado” mecanicamente para examinar uma determinada coluna de
cada cartao em uma pilha e distribuir o cartio em uma de 12 caixas, dependendo de qual foi o lo-
cal perfurado. Um operador pode entio juntar os cartdes caixa por caixa, de modo que os car-
tdes com a primeira posi¢io perfurada fiquem sobre os cartées com a segunda posicio perfura-
da e assim por diante.

329 720 720 329
457 355 329 355
657 436 436 436
839 wedite 457 coendite 839 wewdir 457
436 657 355 657
720 329 457 720
355 839 657 - 839

FIGURA 8.3 A operagio de radix sort sobre uma lista de sete nimeros de 3 digitos. A primeira coluna é a
entrada. As colunas restantes mostram a lista apds ordenagoes sucessivas sobre posi¢oes de digitos cada
vez mais significativas. As setas verticais indicam a posi¢ao do digito sobre o qual é feita a ordenacio para
produzir cada lista a partir da anterior

No caso de digitos decimais, apenas 10 posi¢oes sao utilizadas em cada coluna. (As outras
duas posig¢des sio usadas para codificagiao de caracteres nio numéricos.) Assim, um nimero de
d digitos ocuparia um campo de d colunas. Tendo em vista que o ordenador de cartées pode
examinar apenas uma coluna de cada vez, o problema de ordenar # cartdes em um nimero de d
digitos requer um algoritmo de ordenacao.

Intuitivamente, poderiamos ordenar niimeros sobre seu digito mais significativo, ordenar
cada uma das caixas resultantes recursivamente, € entio combinar as pilhas em ordem. Infeliz-
mente, como os cartoes em 9 das 10 caixas devem ser postos de lado para se ordenar cada uma
das caixas, esse procedimento gera muitas pilhas intermediarias de cartdes que devem ser con-
troladas. (Ver Exercicio 8.3-5.) »

A radix sort resolve o problema da ordenacio de cartées de modo contra-intuitivo ordenan-
do primeiro sobre o digito menos significativo. Os cartdes sio entao combinados em uma tinica
pilha, com os cartbes na caixa 0 precedendo os cartoes na caixa 1, que precedem os cartoes na
caixa 2 e assim por diante. Entio, a pilha inteira é ordenada novamente sobre o segundo digito
menos significativo e recombinada de maneira semelhante. O processo continua até os cartoes
terem sido ordenados sobre todos os 4 digitos. E interessante observar que, nesse ponto, os car-
toes estao completamente ordenados sobre o namero de 4 digitos. Desse modo, apenas d pas-
sagens pela pilha sio necessarias para se fazer a ordenacio. A Figura 8.3 mostra como a radix sort
opera sobre uma “pilha” (ou um “deck”) de sete nameros de 3 digitos.

E essencial que as ordenacdes de digitos nesse algoritmo sejam estdveis. A ordenagio execu-
tada por um ordenador de cartdes é estivel, mas o operador tem de ser cauteloso para nao alte-
rar aordem dos cartdes 2 medida que eles sio retirados de uma caixa, ainda que todos os cartoes
em uma caixa tenham o mesmo digito na coluna escolhida.

Em um computador tipico, que é uma miquina seqiiencial de acesso aleatério, a radix sort é
usada as vezes para ordenar registros de informagoes chaveados por virios campos. Por exem-
plo, talvez fosse desejivel ordenar datas por trés chaves: ano, més e dia. Poderiamos executar
um algoritmo de ordena¢io com uma fung¢iao de comparagao que, dadas duas datas, comparasse
anos e, se houvesse uma ligacao, comparasse meses €, se ocorresse outra ligacio, comparasse
dias. Como outra alternativa, poderiamos ordenar as informagoes trés vezes com uma ordena-
¢do estavel: primeiro sobre o dia, em seguida sobre o més, e finalmente sobre o ano.

O cbdigo para radix sort é direto. O procedimento a seguir supde que cada elemento no ar-
ranjo de n elementos A tem d digitos, onde o digito 1 € o digito de mais baixa ordem e o digitod é
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RADIX-SORT(A, d)
1 forie—1tod
2 do usar uma ordenacio estivel para ordenar o arranjo A sobre o digito 7

Lema 8.3
Dados # nameros de d digitos em que cada digito pode assumir até k valores possiveis,
RADIX-SORT ordena corretamente esses numeros no tempo O(d(n + k)).

Prova A correcio de radix sort se segue por indugao sobre a coluna que esta sendo ordenada
(ver Exercicio 8.3-3). A anidlise do tempo de execug¢iao depende da ordenacgio estivel usada
como algoritmo de ordenagio intermedidria. Quando cada digito estd no intervalode O ak -1
(de modo que possa assumir até k valores possiveis) e k nao é muito grande, a ordenagio por
contagem ¢ a escolha 6bvia. Cada passagem sobre n nimeros de d digitos leva entio o tempo
®(n + k). Hi d passagens; assim, o tempo total para radix sort é @(d(n + k)). n

Quando d é constante e k = O(n), radix sort é executada em tempo linear. Mais geralmente,
temos alguma flexibilidade em como quebrar cada chave em digitos.

Lema 8.4
Dados n nimeros de b bits € qualquer inteiro positivo r < b, RADIX-SORT ordena corretamente
esses nameros no tempo O((b/r)(n + 27)).

Prova Paraum valorr<b, visualizamos cada chave como tendod = b/r| digitos de r bits cada.
Cada digito é um inteiro no intervalo 0 a 2" - 1, de forma que podemos usar a ordenagio por con-
tagem com k& = 2" - 1. (Por exemplo, podemos visualizar uma palavra de 32 bits como tendo 4 di-
gitos de 8 bits, de formaque b = 32,r =8,k =2"-1 = 255ed = b/r = 4.) Cada passagem da or-
denagio por contagem leva o tempo ®(n + k) = O(n + 2") e hia d passagens, dando um tempo
de execugio total igual a @d(n + 27)) = O((b/r)(n + 27)). ]

Para valores de 7 e b dados, desejamos escolher o valor de r, com r < b, que minimiza a ex-
pressao (b/r)(n + 2").Se b < Lig 7, para qualquer valor de r < b, temos (n + 2") = O(n). Desse
modo, a escolha de r = b produz um tempo de execucio (b/b) (n + 2%) = O(n), que é assintotica-
mente 6timo.Se b > |_lg n), entioaescolhader = |_lg nfornece o melhor tempo dentro de um fa-
tor constante, que podemos ver como a seguir. A escolha de r = | Ig 7] produz um tempo de exe-
cucio O(bn/lgn). A medida que aumentamos 7 acima de Lig ], o termo 2" no numerador au-
menta mais rapido que o termo 7 no denominador, e assim o aumento de r acima de Lig 7] resul-
taem um tempo de execugio Q(bn/lgn). Se, em vez disso, diminuirmos r abaixo de Lign], entio
o termo b/r aumentari, € o termo zn + 2" permaneceri em O(n).

E preferivel radix sort a um algoritmo de ordenagio baseado em comparagio, como
quicksort? Se b = O(lgn), como é freqientemente o caso, e escolhemos r = Ig , entdo o tem-
po de execugio de radix sort é ®(n), que parece ser melhor que o tempo do caso médio de
quicksort, ®(n 1g n). Porém, os fatores constantes ocultos na notacio ® siao diferentes.
Embora radix sort possa fazer menos passagens que quicksort sobre as n chaves, cada passa-
gem de radix sort pode tomar um tempo significativamente maior. Determinar o algoritmo
de ordenagao preferivel depende das caracteristicas das implementacbes, da miaquina subja-
cente (por exemplo, quicksort utiliza com freqiiéncia caches de hardware de modo mais efi-
caz que radix sort) e dos dados de entrada. Além disso, a versio de radix sort que utiliza a or-
denacao por contagem como ordenacgio estivel intermedidria nio efetua a ordenacio local,
o que ¢ feito por muitas das ordenacdes por comparagio no tempo O (n lg n). Desse modo,
quando o espago de armazenamento da memdoria primaria é importante, um algoritmo local
como quicksort pode ser preferivel.
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Exercicios

8.3-1

Usando a Figura 8.3 como modelo, ilustre a operagio de RADIX-SORT sobre a seguinte lista de
palavras em inglés: COW, DOG, SEA, RUG, ROW, MOB, BOX, TAB, BAR, EAR, TAR, DIG, BIG,
TEA, NOW, FOX.

8.3-2

Quais dos seguintes algoritmos de ordenagio sio estiveis: ordenac¢io por inser¢io, ordenagao
por intercalacio, heapsort e quicksort? Fornega um esquema simples que torne estavel qual-
quer algoritmo de ordenagiao. Quanto tempo e espago adicional seu esquema requer?

8.3-3 5
Use a indugio para provar que radix sort funciona. Onde sua prova necessita da hipotese de que
a ordenacio intermedidria é estavel?

8.3-4
Mostre como ordenar # inteiros no intervalo de 0 a n2 — 1 no tempo O(n).

8.3-5 »

No primeiro algoritmo de ordenagio de cartoes desta se¢io, exatamente quantas passagens de
ordenacio sio necessdrias para ordenar nimeros decimais de 4 digitos no pior caso? Quantas
pilhas de cartées um operador precisaria controlar no pior caso?

8.4 Bucket sort

A bucket sort (ou ordenacado por balde) funciona em tempo linear quando a entrada é gera-
da a partir de uma distribui¢ao uniforme. Como a ordenagio por contagem, a bucket sort € rapi-
da porque pressupde algo sobre a entrada. Enquanto a ordenagao por contagem presume que a
entrada consiste em inteiros em um intervalo pequeno, bucket sort presume que a entrada é ge-
rada por um processo aleatdrio que distribui elementos uniformemente sobre o intervalo [0, 1).
(Consulte a Segao C.2 para ver uma defini¢ao de distribui¢dao uniforme.)

A idéia de bucket sort € dividir o intervalo [0, 1) em 7z subintervalos de igual tamanho, ou
baldes, e depois distribuir os # nimeros de entrada entre os baldes. Tendo em vista que as en-
tradas sao uniformemente distribuidas sobre [0, 1), ndo esperamos que muitos nimeros caiam
em cada balde. Para produzir a saida, simplesmente ordenamos os nimeros em cada balde, e
depois percorremos os baldes em ordem, listando os elementos contidos em cada um.

Nosso codigo para bucket sort pressupoe que a entrada é um arranjo de 7z elementos A, e
que cada elemento A[7] no arranjo satisfaz a 0 <A[7] < 1. O cédigo exige um arranjo auxiliar B{0
..n—1] de listas ligadas (baldes) e pressupde que existe um mecanismo para manter tais listas. (A
Sec¢ao 10.2 descreve como implementar operagdes bdsicas sobre listas ligadas.)

BUCKET-SORT(A)

1 n < comprimento[A]

2 fori<1ton

3 do inserir A[7] na lista B[l nA[#]]]

4 fori<—Oton-1

5  do ordenar lista B[] com ordenacio por inser¢ao

6 concatenar as listas B[0], B[1], ..., B[~ — 1] juntas em ordem

AFigura 8.4 mostra a operacao de bucket sort sobre um arranjo de entrada de 10 nimeros.
Para ver que esse algoritmo funciona, considere dois elementos A[7] e A[f]. Suponha sem
perda de generalidade que A[7] <A[/]. Tendo em vista que [nA[#])<|nA[f]], o elemento A[#] é in-
10| serido no mesmo balde que A[f] ou em um balde com indice mais baixo. Se A[7] e A[/] sdo inseri-



dos no mesmo balde, entdo o loop for das linhas 4 e 5 os coloca na ordem adequada. Se A[i] e
A[j] sao inseridos em baldes diferentes, a linha 6 os coloca na ordem adequada. Portanto, a buc-
ket sort funciona corretamente.

Para analisar o tempo de execugio, observe que todas as linhas exceto a linha 5 demoram o
tempo O(n) no pior caso. Resta equilibrar o tempo total ocupado pelas # chamadas 2 ordenacgio
por inser¢do na linha 5.
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FIGURA 8.4 A operagio de BUCKET-SORT. (a) O arranjo de entrada A[1 .. 10]. (b) O arranjo B[O .. 9] de
listas ordenadas (baldes) depois da linha 5 do algoritmo. O balde i contém valores no intervalo [#/10, (i +
1)/10). A saida ordenada consiste em uma concatenacio em ordem das listas B{0}, B[1], ..., B[9]

Para analisar o custo das chamadas para ordenacgio por insercido, seja #i a variavel aleatoria
que denota o nimero de elementos inseridos no balde B[#]. Tendo em vista que a ordenacio
por insercao funciona em tempo quadratico (consulte a Sec¢ao 2.2), o tempo de execugio de
bucket sort é

T (n) =0(n) + 2 o(n}) .

Tomando as expectativas de ambos os lados e usando a linearidade de expectativa, temos
n=1
E[T(m)] = E[@(n) + ZO(nf)}
i=0
n-1
= O(n) + )_E[0(n])] (por linearidade de expectativa)
i=0
n=1
= O(n) + ) O(E[n}]) (pela equacio (C.21)) . (8.1)
i=0
Afirmamos que
E[n}1=2-1/n (8.2)

parai =0, 1, ...,n - 1. Ndo surpreende que cada balde i tenha 0 mesmo valor de E[#} ], pois cada
valor no arranjo de entrada A tem igual probabilidade de cair em qualquer balde. Para provar a
equagio (8.2), definimos variaveis indicadoras aleatérias 141



X;; = 1 {A[/] recai no balde 7}

parai=0,1, ..,

n, =2X,.j .
j=1

n-1lej=1, 2 .., n Desse modo,

Para calcular E[n} ], expandimos o quadrado e reagrupamos os termos

E[n}]=E (ZXJJ

-5 53x,x |

| /=1k=1

=E ZX +Y Y XX,

1<j<n 1<js<n
L k#j

‘ZE[Xy 1+, D2EIX,;X,],

(8.3)
1<jsn 1<j<n
kxj

onde a utltima linha se segue por linearidade de expectativa. Avaliamos os dois somat6rios sepa-
radamente. A varidvel indicadora aleatéria X;; € 1 com probabilidade 1/z € 0 em caso contririo e,
portanto,

E[X,.j]=1-1+0~[1—1)
n

n

I

Quando & # j, as varidveis X,; € X, sdo independentes e, por conseguinte

E[Xinikle[Xij]E[Xik]

N | =
Q=

3 -

Substituindo esses dois valores esperados na equacio (8.3), obtemos

E[Xgl—z LD It

1<j<n 1<j<n n
k+j

=n~l+n(n—1)-—1—2
142‘ n



O que prova a equacdo (8.2).

Usando esse valor esperado na equacio (8.1), concluimos que o tempo esperado para buc-
ketsorté ©(n) + n - O(2 - 1/n) = O(n). Desse modo, o algoritmo de bucket sort inteiro funciona
no tempo esperado linear.

Mesmo que a entrada nao seja obtida a partir de uma distribui¢ao uniforme, bucket sort ain-
da pode ser executada em tempo linear. Como a entrada tem a propriedade de que 2 soma dos
quadrados dos tamanhos de baldes € linear no nimero total de elementos, a equagio (8.1) nos
diz que bucket sort funcionard em tempo linear.

Exercicios

8.4-1
Usando a Figura 8.4 como modelo, ilustre a operagio de BUCKET-SORT no arranjo A = (0,79,
0,13, 0,16, 0,64, 0,39, 0,20, 0,89, 0,53, 0,71, 0,42).

8.4-2

Qual é o tempo de execucio do pior caso para o algoritmo de bucket sort? Que alteragao simples
no algoritmo preserva seu tempo de execucio esperado linear e torna seu tempo de execuciao
no pior caso igual a O(n lg n)?

8.4-3
Seja X uma variavel aleatéria que € igual ao nimero de caras em dois langcamentos de uma moe-
da comum. Qual é E[X?]? Qual é E2[X]?

8.4-4 *

Temos n pontos no circulo unitirio, p; = (x;,¥,), taisque 0 < x? + y? < 1parai = 1,2, ..., n.Su-
ponha que os pontos estejam distribuidos uniformemente; ou seja, a probabilidade de se en-
contrar um ponto em qualquer regiio do circulo € proporcional 2 drea dessa regido. Projete um
algoritmo de tempo esperado O(n) para ordenar os n pontos por suas distinciasd; = \/x] + y/ a
partir da origem. (Sugestdo: Projete os tamanhos de baldes em BUCKET-SORT para refletir a dis-
tribui¢ao uniforme dos pontos no circulo unitirio.)

8.4-5 *

Umajfuncado de distribuicao de probabilidades P(x) parauma variivel aleatoria X é definida
por P(x) = Pr{X <x}. Suponha que uma lista de » varidveis aleatérias X;, X,, ..., X,, seja obtida a
partir de uma funcio de distribuigiao de probabilidades continuas P que possa ser calculada no
tempo O(1). Mostre como ordenar esses nimeros em tempo esperado linear.

Problemas

8-1 Limites inferiores do caso médio na ordenacdo por comparacdao

Neste problema, provamos um limite inferior Q(» 1g #) sobre o tempo de execugio esperado de
qualquer ordenacio por comparagio deterministica ou aleatdria sobre 7z elementos de entrada
distintos. Come¢amos examinando uma ordenag¢iao por comparagao deterministica A com drvo-
re de decisao T,. Supomos que toda permutagao de entradas de A € igualmente provavel.

a. Suponha que cada folha de 7, seja identificada com a probabilidade de ser alcangada dada
uma entrada aleatéria. Prove que exatamente 7! folhas siao identificadas com 1/n#! e que as
restantes sao identificadas com 0.
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b. Seja D(T) um valor que denota o comprimento do caminho externo de uma arvore de deci-
sdo T; isto é, D(T) € a soma das profundidades de todas as folhas de T. Seja T uma irvore de
decisio com k& > 1 folhas, e sejam RT e LT as subarvores direita e esquerda de 7. Mostre que
D(T) = DALT) + DRRT) + k.

c. Sejad(k) ovalor minimo de D(T) sobre todas as arvores de decisao T com & > 1 folhas. Mos-
tre que d(k) = min 1 {d(@) + d(k—-1i) + k}. (Sugestdo: Considere uma arvore de decisio
T com k folhas que alcance o minimo. Seja 7 o nimero de folhas em LT e kR - i, 0 namero de
folhas em RT)

d. Prove que, paraumdadovalordek > 1leinointervalo1<i<k-1,afungioilgi + (k-7)lgk
- 1) é minimizada em i = k/2. Conclua que d(k) = Q(k 1g k).

e. Prove que D(T,) = Q(n!lg(n!)) e conclua que o tempo esperado para ordenar » elementos é
Q(n lg n).

Agora, considere uma ordenacao por comparagao aleatoria B. Podemos estender o modelo
de arvore de decisdo para tratar a aleatoriedade, incorporando dois tipos de nds: os nds de com-
paracio comum e os nés “aleatérios”. Um né aleatério modela uma opgio aleatéria da forma
RANDOM (1, r) feita pelo algoritmo B; o n6 tem  filhos, cada um dos quais tem igual probabili-
dade de ser escolhido durante uma execucio do algoritmo.

Jf. Mostre que, para qualquer ordenacio por comparacio aleatdria B, existe uma ordenagio
por comparag¢ao deterministica A que niao faz mais comparagoes sobre a média que B.

8-2 Ordenacao local em tempo linear

Vamos supor que temos um arranjo de z registros de dados para ordenar e que a chave de cada
registro tem o valor 0 ou 1. Um algoritmo para ordenar tal conjunto de registros poderia ter al-
gum subconjunto das trés caracteristicas desejaveis a seguir:

1. O algoritmo ¢é executado no tempo O(n).
2. O algoritmo é estivel.

3. O algoritmo ordena localmente, sem utilizar mais que uma quantidade constante de espaco
de armazenamento além do arranjo original.

a. Dé um algoritmo que satisfaga aos critérios 1 e 2 anteriores.
b. Dé um algoritmo que satisfaca aos critérios 1 e 3 anterijores.
¢. Dé um algoritmo que satisfaca aos critérios 2 e 3 anteriores.

d. Algum dos seus algoritmos de ordenagio das partes (a)-(c) pode ser usado para ordenar 7 regis-
tros com chaves de b bits usando radix sort no tempo O(b7)? Explique como ou por que nio.

e. Suponha que os 7 registros tenham chaves no intervalo de 1 a k. Mostre como modificar a or-
denagao por contagem de tal forma que os registros possam ser ordenados localmente no
tempo O(n + k). Vocé pode usar o espaco de armazenamento O(k) fora do arranjo de entra-
da. Seu algoritmo é estavel? (Sugestdo: Como voceé faria isso para k = 3?)

8-3 Ordenacao de itens de comprimento varidvel

a. Vocé tem um arranjo de inteiros, no qual diferentes inteiros podem ter nimeros de digitos
distintos, mas o numero total de digitos sobre todos os inteiros no arranjo € n. Mostre como
ordenar o arranjo no tempo O(n).

b. Vocé tem um arranjo de cadeias, no qual diferentes cadeias podem ter nimeros de caracte-
res distintos, mas o nimero total de caracteres em todas as cadeias € »#. Mostre como orde-
nar as cadeias no tempo O(n).

(Observe que a ordem desejada aqui é a ordem alfabética padrio; por exemplo, a < ab < b.)



8-4 Jarros de dgua

Vamos supor que vocé tem # jarros de dgua vermelhos e 7 jarros azuis, todos de diferentes for-
mas e tamanhos. Todos os jarros vermelhos contém quantidades diferentes de 4gua, como tam-
bém os jarros azuis. Além disso, para todo jarro vermelho, existe um jarro azul que contém a
mesma quantidade de agua e vice-versa.

Sua tarefa é encontrar um agrupamento dos jarros em pares de jarros vermelhos e azuis que
contém a mesma quantidade de dgua. Para isso, vocé pode executar a seguinte operacio: esco-
lher um par de jarros no qual um é vermelho e um é azul, encher o jarro vermelho com dgua, e
depois despejar a 4gua no jarro azul. Essa operacio lhe informari se o jarro vermelho ou o jarro
azul pode conter mais 4gua, ou se eles tém o mesmo volume. Suponha que tal comparacio de-
more uma unidade de tempo. Seu objetivo € encontrar um algoritmo que faga um nimero mini-
mo de comparagoes para determinar o agrupamento. Lembre-se de que vocé nio pode compa-
rar diretamente dois jarros vermelhos ou dois jarros azuis.

a. Descreva um algoritmo deterministico que use ®(1%) comparagdes para agrupar os jarros
em pares.

b. Prove um limite inferior Q(7 1g #) para o nimero de comparac¢des que um algoritmo que re-
solve esse problema deve efetuar.

¢. Dé um algoritmo aleatério cujo namero esperado de comparagdes seja O(n Ig n) e prove
que esse limite é correto. Qual é o namero de comparagdes no pior caso do seu algoritmo?

8-5 Ordenacdo por média

Suponha que, em vez de ordenar um arranjo, simplesmente exigimos que os elementos aumen-
tem na média. De modo mais preciso, chamamos um arranjo de n elementos A de k-ordenado
se, paratodo i = 1, 2, ..., n - k, é vilida a desigualdade a seguir:

i+k-1 . i+k ,
Z/=i AlJj] < Zj=i+1A[j]
k B k '

a. O que significa um arranjo ser 1-ordenado?
b. Fornec¢auma permutagio dos nimeros 1, 2, ..., 10 que seja 2-ordenada, mas nio ordenada.

¢. Prove que um arranjo de n elementos € k-ordenado se e somente se A[7] <A[i + k] para todo
i=1,2 ..,n-k

d. Fornec¢a um algoritmo que faca a k-ordenagio de um arranjo de 7 elementos no tempo O(n
lg(n/k)).

Também podemos mostrar um limite inferior sobre o tempo para produzir um arranjo &-or-
denado, quando & ¢ uma constante.

e. Mostre que um arranjo k-ordenado de comprimento 7 pode ser ordenado no tempo O(zn Ig
k). (Sugestdo: Use a solugiao do Exercicio 6.5-8.)

J- Mostre que, quando & é uma constante, é necessirio o tempo Q(# Ig n) para fazer a k-orde-
nac¢io de um arranjo de » elementos. (Sugestdo: Use a solugio para a parte anterior, junta-
mente com o limite inferior sobre ordenagées por comparagao.)

8-6 Limite inferior sobre a intercalacado de listas ordenadas

O problema de intercalar duas listas ordenadas surge com freqiiéncia. Ele é usado como uma
sub-rotina de MERGE-SORT, e o procedimento para intercalar duas listas ordenadas é dado
como MERGE na Se¢io 2.3.1. Neste problema, mostraremos que existe um limite inferior 272 — 1
sobre o nimero de comparag¢des no pior caso exigidas para intercalar duas listas ordenadas,
cada uma contendo # itens. . 145
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Primeiro, mostraremos um limite inferior de 27 — o(n) comparacoes, usando uma arvore de
decisio.

» . 2n . o . .. q. .
a. Mostre que, dados 27 nameros, existem ( N j maneiras possiveis de dividi-los em duas listas
ordenadas, cada uma com » nameros.

b. Usando uma arvore de decisao, mostre que qualquer algoritmo que intercala corretamente
duas listas ordenadas utiliza pelo menos 2#n — o(n) comparagoes.

Agora, mostraremos um limite 2z — 1, ligeiramente mais restrito.

c. Mostre que, se dois elementos sio consecutivos na seqliéncia ordenada e vém de listas opos-
tas, entdo eles devem ser comparados.

d. Use suaresposta a parte anterior para mostrar um limite inferior de 2z — 1 comparacoes para
intercalar duas listas ordenadas.

Notas do capitulo

O modelo de arvore de decisao para o estudo de ordenagdes por comparagio foi introduzido
por Ford e Johnson [94]. O tratamento abrangente de Knuth sobre a ordenacio [185] cobre mui-
tas variacoes sobre o problema da ordenagao, inclusive o limite inferior tedrico de informagoes
sobre a complexidade da ordenagao fornecida aqui. Os limites inferiores para ordenac¢do com o
uso de generalizacoes do modelo de arvore de decisao foram estudados amplamente por
Ben-Or [36].

Knuth credita a H. H. Seward a criacio da ordenacgio por contagem em 1954, e também a
idéia de combinar a ordenacio por contagem com a radix sort. A radix sort comegando pelo digi-
to menos significativo parece ser um algoritmo popular amplamente utilizado por operadores
de maquinas mecinicas de ordenacio de cartdes. De acordo com Knuth, a primeira referéncia
ao método publicada é um documento de 1929 escrito por L. J. Comrie que descreve o equipa-
mento de perfuragio de cartdes. A bucket sort esteve em uso desde 1956, quando a idéia basica
foi proposta por E. J. Isaac e R. C. Singleton.

Munro e Raman [229] fornecem um algoritmo de ordenacio estivel que executa O(n! * %)
comparacdes no pior caso, onde 0 < € <1 é qualquer constante fixa. Embora qualquer dos algo-
ritmos de tempo O(n lg n) efetue um naimero menor de comparagoes, o algoritmo de Munro e
Raman move os dados apenas O(n) vezes e opera localmente.

O caso de ordenar » inteiros de b bits no tempo o(# Ig n) foi considerado por muitos pesqui-
sadores. Virios resultados positivos foram obtidos, cada um sob hip6teses um pouco diferentes
a respeito do modelo de computacdo e das restri¢es impostas sobre o algoritmo. Todos os re-
sultados pressupoem que a memoria do computador esta dividida em palavras enderegaveis de
b bits. Fredman e Willard [99] introduziram a estrutura de dados de drvores de fusio € a empre-
garam para ordenar » inteiros no tempo O(n 1g n /Ig g n). Esse limite foi aperfeicoado mais tarde
para o tempo O(n\/@ ) por Andersson [16]. Esses algoritmos exigem o uso de multiplicacdo e
de virias constantes pré-calculadas. Andersson, Hagerup, Nilsson e Raman [17] mostraram
como ordenar z inteiros no tempo O(n Ig1g n) sem usar multiplicagdo, mas seu método exige es-
paco de armazenamento que pode ser ilimitado em termos de #. Usando-se o hash multiplicati-
vo, é possivel reduzir o espago de armazenamento necessario para O(x), mas o limite O(n lglg n)
do pior caso sobre o tempo de execugio se torna um limite de tempo esperado. Generalizando
as arvores de pesquisa exponencial de Andersson [16], Thorup [297] forneceu um algoritmo de
ordenagio de tempo O(n(lg Ig 7)?) que nio usa multiplicagio ou aleatoriedade, e que utiliza es-
paco linear. Combinando essas técnicas com algumas idéias novas, Han [137] melhorou o limite
para ordenacio até o tempo O(n Ig 1g n Ig Ig Ig ). Embora esses algoritmos sejam inovagoes teo-
ricas importantes, todos eles sio bastante complicados € neste momento parece improvavel que
venham a competir na pratica com algoritmos de ordenagio existentes.



Capitulo 9

Medianas e estatisticas de ordem

A i-ésima estatistica de ordem de um conjunto de n elementos € o i-€simo menor elemento.
Por exemplo, o minimo de um conjunto de elementos é a primeira estatistica de ordem (7 = 1),
€ omadximo é a n-ésima estatistica de ordem (¢ = »n). Informalmente, uma mediana é o “ponto
meédio” do conjunto. Quando 7 é impar, a mediana € Ginica, ocorrendo em 7 = (n + 1)/2. Quan-
do n € par, existem duas medianas, ocorrendo em i = n/2 e i = n/2 + 1. Desse modo, indepen-
dentemente da paridade de 7, as medianas ocorrem em i = | (n + 1)/2] (a mediana inferior) e
i=[(n+1)2] (amediana superior). Porém, por simplicidade neste texto, usaremos de forma
coerente a expressao “a mediana” para nos referirmos 4 mediana inferior.

Este capitulo focaliza o problema de selecionar a i-ésima estatistica de ordem de um conjun-
to de # nameros distintos. Supomos por conveniéncia que o conjunto contém numeros distin-
tos, embora virtualmente tudo que fizermos se estenda a situagao na qual um conjunto contém
valores repetidos. O problema de selecdo pode ser especificado formalmente do seguinte
modo:

Entrada: Um conjunto A de # nimeros (distintos) € um nimero i, com 1 <i < n.
Saida: O elemento x € A que € maior que exatamente i — 1 outros elementos de A.

O problema de sele¢ao pode ser resolvido no tempo O(n 1g ), pois podemos ordenar os ni-
meros usando heapsort ou ordenacio por intercalagdo, e depois simplesmente indexar o i-ési-
mo elemento no arranjo de saida. Contudo, existem algoritmos mais rapidos.

Na Secao 9.1, examinamos o problema de selecionar o minimo e o maximo de um conjunto
de elementos. Mais interessante é o problema de selecao geral, que ¢ investigado nas duas se-
¢Oes subsequentes. A Se¢ao 9.2 analisa um algoritmo pritico que alcanga um limite O(z) sobre o
tempo de execug¢ao no caso médio. A Se¢io 9.3 contém um algoritmo de maior interesse teori-
co, que alcanga o tempo de execugao O(n) no pior caso.

9.1 Minimo e maximo

Quantas comparacoes sdo necessirias para determinar o minimo de um conjunto de 7 elemen-
tos? Podemos obter facilmente um limite superior de # — 1 comparagbes: examine cada elemento
do conjunto isoladamente e mantenha o controle do menor elemento visto até entao. No procedi-
mento a seguir, vamos supor que o conjunto reside no arranjo A, onde comprimento[A] = n.

[
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MINIMUM(@A)

1 min « A[1]

2 for i « 2 to comprimento[A]
3 doif min > A[i]

4 then min < A[i]

5 return min

A localizagio do maximo também pode, é claro, ser realizada com n — 1 comparagoes.

Isso € o melhor que podemos fazer? Sim, desde que possamos obter um limite inferior de 7 —
1 comparagoes para o problema de determinar o minimo. Imagine qualquer algoritmo que de-
termina o minimo como um torneio entre os elementos. Cada comparag¢io é uma partida no tor-
neio, na qual o menor dos dois elementos vence. A observacio chave é que todo elemento, exce-
to o vencedor, deve perder pelo menos uma partida. Conseqliientemente, z — 1 comparagoes
sdo necessarias para determinar o minimo, e o algoritmo MINIMUM ¢€ 6timo com relacido ao nu-
mero de comparagdes executadas.

Minimo e maximo simultaneos

Em algumas aplica¢oes, devemos localizar tanto o minimo quanto o maximo de um conjunto de
n elementos. Por exemplo, um programa grifico talvez precise ajustar a escala de um conjunto
de (x, y) dados para se encaixar em uma tela de exibiciao retangular ou em outro dispositivo de
saida grafica. Para fazer isso, o programa deve primeiro determinar o minimo e 0 miximo de
cada coordenada.

Naio é dificil criar um algoritmo que possa encontrar tanto 0 minimo quanto o maximo de 7
elementos usando ®(n) comparagdes, que é o nimero assintoticamente 6timo de compara-
¢oes. Simplesmente localize 0 minimo e o maximo independentemente, usando 7 — 1 compara-
¢Oes para cada um deles, o que fornece um total de 2z — 2 comparacoes.

De fato, no méximo 3 | 7/2] comparacoes sio suficientes para se encontrar tanto o minimo
quanto o maximo. A estratégia ¢ manter os elementos minimo e maximo vistos até agora. Porém,
em lugar de processar cada elemento da entrada comparando-o com 0 minimo € o maximo atuais,
aum custo de duas comparagoes por elemento, processamos os elementos aos pares. Primeiro,
comparamos pares de elementos da entrada uns com os outros, depois comparamos 0 menor
com 0 minimo atual e o maior com o maximo atual, a um custo de trés comparagdes para cada
dois elementos.

A definicdo de valores iniciais para o minimo e o maximo atuais depende do fato de » ser
impar ou par. Se # é impar, definimos tanto o minimo quanto o maximo com o valor do primei-
ro elemento e, em seguida, processamos 0s elementos restantes aos pares. Se n € par, executa-
mos uma comparagio sobre os dois primeiros elementos para determinar os valores iniciais
do minimo e do miximo, e depois processamos os elementos restantes a0s pares, como no
caso de »n impar.

Vamos analisar o nimero total de comparagdes. Se n € impar, executamos 3 L /2] compara-
¢oes. Se n é par, executamos uma comparagio inicial seguida por 3(7 — 2)/2 comparacoes, dan-
do um total de 3#n/2 — 2. Desse modo, em qualquer caso, o nimero total de comparagdes € no
maximo 3 [7/2.

Exercicios

9.1-1
Mostre que o segundo menor entre 7 elementos pode ser encontrado com 7 + (—lg nl-2 compa-
ragdes no pior caso. (Sugestdo: Encontre também o menor elemento.)



9.1-2 *

Mostre que [3n/2]-2 comparagdes sio necessirias no pior caso para localizar tanto o maximo
quanto o minimo entre # nimeros. (Sugestdo: Considere quantos niimeros sio potencialmente
0 miximo ou 0 minimo, € investigue como uma comparag¢io afeta essas contagens.)

9.2 Selecao em tempo esperado linear

O problema de selegio geral parece mais dificil que o problema simples de se achar um minimo,
ainda que surpreendentemente o tempo de execugio assint4tico para ambos os problemas seja
o mesmo: @ (n). Nesta se¢io, apresentamos um algoritmo de dividir e conquistar para o proble-
ma de selecdo. O algoritmo RANDOMIZED-SELECT é modelado sobre o algoritmo quicksort do
Capitulo 7. Como no quicksort, a idéia é particionar o arranjo de entrada recursivamente. Po-
rém, diferente de quicksort, que processa recursivamente ambos os lados da particao,
RANDOMIZED-SELECT s6 funciona sobre um lado da parti¢do. Essa diferenga fica evidente na
andlise: enquanto quicksort tem um tempo de execugio esperado @ (n Ig n), o tempo esperado
de RANDOMIZED-SELECT ¢é O(n).

RANDOMIZED-SELECT utiliza o procedimento RANDOMIZED-PARTITION introduzido na
Secdo 7.3. Desse modo, como RANDOMIZED-QUICKSORT, ele ¢ um algoritmo aleatério, pois seu
comportamento ¢ determinado em parte pela saida de um gerador de nimeros aleat6rios. O codi-
g0 a seguir para RANDOMIZED-SELECT retorna o #-ésimo menor elemento do arranjo A[p .. r].

RANDOMIZED-SELECT(4, p, 7, f)

1ifp=r

2  thenreturn A[p]

3 g < RANDOMIZED-PARTITION(, p, 7)

4 ke—q-p+1

5 ifi=kFk > O valor piv0 é a resposta

6 thenreturn A[g]

7 elseifi <k

8  then return RANDOMIZED-SELECT(4, p, ¢ — 1, 1)
9 else return RANDOMIZED-SELECT@A, g + 1, r, i — k)

Ap6s RANDOMIZED-PARTITION ser executado na linha 3 do algoritmo, o arranjo A[p .. r] €
particionado em dois subarranjos (possivelmente vazios) A[p ..q— 1] e A[g + 1..r] tais que cada
elementodeA[p ..g—1] é menor que ou igual aA[g] que, por sua vez, € menor que cada elemen-
todeA[g + 1..r]. Como em quicksort, vamos nos referir aA[g] como o elemento pivé. A linha 4
de RANDOMIZED-SELECT calcula o nimero k& de elementos no subarranjo A[p .. ], ou seja, o
namero de elementos no lado baixo da parti¢io, mais uma unidade para o elemento pivo. A li-
nha 5 verifica entio se A[g] € o i-ésimo menor elemento. Se for, entio A[g] é retornado. Caso
contririo, o algoritmo determina em qual dos dois subarranjos A[p ..q-1] eA[q + 1..r] o i-ési-
mo menor elemento se encontra. Se ¢ < &, entdo o elemento desejado estd no lado baixo da par-
ticdo, e € recursivamente selecionado do subarranjo na linha 8. Porém, se ¢ > k&, o elemento de-
sejado reside no lado alto da particio. Como ji conhecemos & valores que sio menores que O
i-ésimo menor elemento de A[p .. r] —isto é, os elementos de A[p .. g] — o elemento desejado € o
(i - k)-ésimo menor elemento de A[g + 1 .. ], encontrado recursivamente na linha 9. O cédigo
parece permitir chamadas recursivas a subarranjos com 0 elementos, mas o Exercicio 9.2-1 lhe
pede para mostrar que essa situagio nio pode acontecer.

O tempo de execugio do pior caso para RANDOMIZED-SELECT é ©(n2%), mesmo para se en-
contrar 0 minimo, porque poderiamos estar extremamente sem sorte € sempre efetuar a parti-
¢ao em torno do maior elemento restante, € o particionamento levari o tempo ®(»). Entretanto,
o0 algoritmo funciona bem no caso médio e, porque ele € aleatério, nenhuma entrada especifica
surge do comportamento no pior caso. 149



O tempo exigido por RANDOMIZED-SELECT em um arranjo de entrada A[p .. r] de n ele-
mentos é uma varidvel aleatéria que denotamos por 7T(n), e obtemos um limite superior sobre
E[T(n)] como a seguir. O procedimento RANDOMIZED-PARTITION tem igual probabilidade de
retornar qualquer elemento como pivO. Assim, para cada k tal que 1 <k <n, osubarranjoA[p .. g]
tem &k elementos (todos menores que ou iguais ao pivo) com probabilidade 1/n. Parak = 1,2, ...,
n, definimos varidveis indicadoras aleatdrias Xj,, nas quais

X, = I {o subarranjo A[p .. g] tem exatamente k elementos} ,

€ assim temos
E[X,]) = 1/n. 9.1)

Quando chamamos RANDOMIZED-SELECT e escolhemos A[g] como o elemento pivd, nio
sabemos a priori se terminaremos imediatamente com a resposta correta, faremos a recursao
no subarranjoA[p .. g— 1] ou faremos a recursio no subarranjoA[gq + 1 .. r]. Essa decisao depen-
de de onde 0 i-ésimo menor elemento ficara em relacdo a A[g]. Supondo que 7(n) seja monoto-
nicamente crescente, podemos limitar o tempo necessario para a chamada recursiva pelo tempo
necessario para a chamada recursiva sobre a maior entrada possivel. Em outras palavras, supo-
mos, para obter um limite superior, que o i-ésimo elemento estd sempre no lado da parti¢ao
com o maior nimero de elementos. Para uma dada chamada de RANDOMIZED-SELECT, a varia-
vel indicadora aleatéria X, tem o valor 1 para exatamente um valor de &, e é 0 para todos os ou-
tros k. Quando X, = 1, os dois subarranjos sobre os quais podemos fazer a recursao tém tama-
nhos k - 1 e n - k. Conseqlientemente, temos a recorréncia

T(n) < 3 X, (T (max(k -1, n—k)) +O(n))
k=1
= i(xk T(max(k -1, n—k)) + O(n)) .
k=1
Tomando valores esperados, temos

E[T (n)]

<E iXk -T(max(k -1, n—-k)) +O(n)}
k=1 '

— 1

i

E[X, -T(max(k -1, n—k))]+0(n) (por linearidade de expectativa)

X
]
—

E[X, ]-E[T(max(k -1, n—k))]+O(n) (pela equagio (C.23))

1]
N2

&

Q=

It

‘E[T (max(k -1, n—k))]+0(n) (pela equacio (9.1)) .

&
Il
=

Para aplicar a equacio (C.23), dependemos do fato de X, e T(max(k - 1, » — k)) serem varia-
150' veis aleatorias independentes. O Exercicio 9.2-2 lhe pede para justificar essa afirmacio.



Vamos considerar a expressao max(k — 1, n — k). Temos

_ k-1 sek>[n/27,
max(k—l,”"k)_{n_k sekS[_n/Z-l-

Se n é par, cada termo de T (f n/2.|) até T(n — 1) aparece exatamente duas vezes no somatorio
e, se n é impar, todos esses termos aparecem duas vezes € o termo Td_n/ZJ) aparece uma vez.
Desse modo, temos

E[T(m)] =

:lN

Lz E[T (k)] +O(n) .

Resolvemos a recorréncia por substituicio. Suponha que T(n) < cn para alguma constante ¢
que satisfaca as condig¢es iniciais da recorréncia. Supomos que 7(») = O(1) para n menor que
alguma constante; escolheremos essa constante mais adiante. Também escolheremos uma
constante a tal que a fungao descrita pelo termo O(n) anterior (que descreve o componente nao
recursivo do tempo de execugio do algoritmo) seja limitado acima por an para todo n > 0.
Usando essa hipo6tese indutiva, temos

E[T(n)]< 2 nz_l ck +an

UFE Ln/2]

n—1 Ln/Z -1
_2¢ Zk j+an
n

=1 k=1

E(n ~Hn _ (#/2]-D|n/ ZJ] v an

X

2 2

2c (n—l)”_("/2_2)(”/2_1))+an
2 2

2¢c(n?-n (n*/4-3n/2+2)
== - +an
nL 2
3

Para completar a prova, precisamos mostrar que, para z suficientemente grande, essa Gltima
expressao é no maximo cx ou, de modo equivalente, que cn/4 —c/2 —an > 0. Se adicionarmos ¢/2 a
ambos o0s lados e fatorarmos 7, obteremos n(c/4 — a) = ¢/2. Desde que a constante c seja escolhida
de modo que ¢/4 —a > 0, isto é, ¢ > 4a, poderemos dividir ambos os lados por ¢/4 —a, obtendo

. c/2 _ 2

c/d—a c-4a’
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Desse modo, se considerarmos que 7(n) = O(1) paran < 2¢/(c — 4a), teremos T(n) = O(n).
Concluimos que qualquer estatistica de ordem, e em particular a mediana, pode ser determina-
da em média no tempo linear.

Exercicios

9.2-1
Mostre que, em RANDOMIZED-SELECT, nio é feita nenhuma chamada recursiva para um arran-
jo de comprimento 0.

9.2-2
Demonstre que a varidvel indicadora aleatéria X, e o valor T (max(k — 1, n — k)) sao independen-
tes.

9.2-3
Escreva uma versao iterativa de RANDOMIZED-SELECT.

9.2-4

Suponhamos que RANDOMIZED-SELECT seja utilizado para selecionar o elemento minimo do
arranjoA = (3, 2,9, 0, 7, 5, 4, 8, 6, 1). Descreva uma seqii€éncia de partigoes que resulte em um
desempenho do pior caso de RANDOMIZED-SELECT.

9.3 Selecao em tempo linear no pior caso

Agora, vamos examinar um algoritmo de selecio cujo tempo de execug¢io é O(n) no pior caso.
Como RANDOMIZED-SELECT, o algoritmo SELECT localiza o elemento desejado particionando
recursivamente o arranjo de entrada. Porém, a idéia que rege o algoritmo é garantir umaboa di-
visio quando o arranjo € particionado. SELECT utiliza o algoritmo de particionamento determi-
nistico PARTITION de quicksort (ver Sec¢iao 7.1), modificado para tomar o elemento a particio-
nar como um pariametro de entrada.

FIGURA 9.1 Anilise do algoritmo SELECT. Os n elementos sido representados por pequenos circulos, e
cada grupo ocupa uma coluna. As medianas dos grupos sio brancas, e a mediana de medianas estd identi-
ficada como x. (Quando encontramos a mediana de um nimero par de elementos, usamos a mediana in-
ferior.) Sao tragadas setas de elementos maiores para elementos menores e, a partir disso, podemos ver
que 3 elementos em cada grupo de 5 elementos a direita de x sio maiores que x, e 3 em cada grupo de 5
elementos 2 esquerda de x sio menores que x. Os elementos maiores que x si0 mostrados sobre um pla-
no de fundo sombreado

O algoritmo SELECT determina o i-ésimo menor elemento de um arranjo de entradaden > 1
elementos, executando as etapas a seguir. (Se n = 1, entio SELECT simplesmente retorna seu
unico valor de entrada como o i-ésimo menor.)



1. Dividir os # elementos do arranjo de entrada em | /5] grupos de 5 elementos cada e no
miximo um grupo formado pelos #z mod 5 elementos restantes.

2. Encontrar a mediana de cada um dos/ 7/5 | grupos, primeiro através da ordenacio por in-
sercao dos elementos de cada grupo (dos quais existem 5 no miximo), e depois escolhen-
do a mediana da lista ordenada de elementos de grupos.

3. Usar SELECT recursivamente para encontrar a mediana x das [ /5 | medianas localizadas
na Etapa 2. (Se existe um namero par de medianas, entio, por nossa convengao, x € a me-
diana inferior.)

4. Particionar o arranjo de entrada em torno da mediana de medianas x, usando uma versio
modificada de PARTITION. Seja £ uma unidade maior que o namero de elementos no
lado baixo da partic¢do, de forma que x seja o k-ésimo menor elemento e existam 7z — k ele-
mentos no lado alto da parti¢io.

5. Sei =k, entdo retornar x. Caso contrario, usar SELECT recursivamente para encontrar o
i-ésimo menor elemento no lado baixo se < k&, ou entio o (7 - k)-ésimo menor elemento
no lado alto, se i > k.

Para analisar o tempo de execucao de SELECT, primeiro determinamos um limite inferior
sobre 0 nimero de elementos que sio maijores que o elemento de particionamento x. A Figura
9.1 é util na visualizagiao dessa contabilidade. Pelo menos metade das medianas encontradas na
Etapa 2 é maior que! a mediana de medianas x. Portanto, pelo menos metade dos n/51 grupos
contribui com 3 elementos maiores que x, exceto pelo Gnico grupo que tem menos de 5 elemen-
tos se 5 nao dividir » exatamente, e pelo inico grupo contendo o préprio x.

Descontando esses dois grupos, segue-se que o nimero de elementos maiores que x é pelo
menos

{EHIE e

De modo semelhante, o nimero de elementos menores que x é no minimo 37/10 — 6. Desse
modo, no pior caso, SELECT é chamado recursivamente sobre no maximo 77/ 10 + 6 elementos
na Etapa 5.

Agora, podemos desenvolver uma recorréncia para o tempo de execucgio do pior caso T(n)
do algoritmo SELECT. As Etapas 1, 2 € 4 demoram o tempo O(n). (A Etapa 2 consiste em O(n)
chamadas de ordenacao por insercao sobre conjuntos de tamanho O(1).) A Etapa 3 demora o
tempo T(|' n/5-|), e a Etapa 5 demora no maximo o tempo 7(77/10 + 6), supondo-se que 7 seja
monotonicamente crescente. Adotamos a hipdtese, que a principio parece sem motivo, de que
qualquer entrada de 140 ou menos elementos exige o tempo O(1); a origem da constante magi-
ca 140 ficara clara em breve. Portanto, podemos obter a recorréncia

o) se n <140 |

Tem < T(m = {T(rn/ﬂ) +T(7n/10 +6) +O(n) sen> 140 .

Mostramos que o tempo de execucgio € linear por substitui¢io. Mais especificamente, mos-
traremos que 7(n) < cn para alguma constante ¢ grande o bastante e para todo z > 0. Comeca-
mos supondo que T (n) < cn para alguma constante ¢ grande o bastante e para todo » < 140; essa
hipétese se mantém vilida se ¢ é suficientemente grande. Também escolhemos uma constante @
tal que a fungio descrita pelo termo O(7) anterior (que descreve o componente nio recursivo
do tempo de execugio do algoritmo) é limitado acima por an para todo n > 0. Substituindo essa
hipétese indutiva no lado direito da recorréncia, obtemos

! Em conseqiiéncia de nossa hip6tese de que os nimeros sio distintos, podemos dizer “maior que” e “menor que”
sem nos preocuparmos com a igualdade.
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Tn) <cln/51+ c¢(7n/10 + 6) + an
<cn/5 + ¢ + 7cn/10 + 6¢ + an
=9cn/10 + 7¢ + an
=cn + (-cn/10 + 7¢ + an) ,

que é no miximo ¢#n se

—-n/10 + 7¢c + an <0 . 9.2)

A desigualdade (9.2) é equivalente a desigualdade ¢ > 10a(#/(n - 70)) quando n > 70. Consi-
derando que supomos 7 > 140, temos n/(n — 70) < 2, e assim a escolha de ¢ > 20q satisfard a desi-
gualdade (9.2). (Observe que nio existe nada de especial sobre a constante 140; poderiamos
substitui-la por qualquer inteiro estritamente maior que 70 e depois escolher ¢ de acordo.)
Entio, o tempo de execucao do pior caso de SELECT ¢ linear.

Como em uma ordenagio por comparacao (ver Secao 8.1), SELECT e RANDOMIZED-SELECT
descobrem informacodes sobre a ordem relativa de elementos apenas pela comparagao de elemen-
tos. Vimos no Capitulo 8 que a ordenacio exige o tempo Q2 (z g #) no modelo de comparagio,
mesmo na média (ver Problema 8-1). Os algoritmos de ordenagio de tempo linear do Capitulo 8
fazem suposicoes sobre a entrada. Em contraste, os algoritmos de selecio de tempo linear deste
capitulo nao exigem quaisquer hipoteses sobre a entrada. Eles nao estio sujeitos ao limite inferior
Q (n g n) porque conseguem resolver o problema de sele¢ao sem ordenagao.

Desse modo, o tempo de execuciao ¢é linear porque esses algoritmos nio efetuam a ordena-
¢i0; o comportamento de tempo linear nao é um resultado de hipéteses sobre a entrada, como
foi o caso para os algoritmos de ordenacgio do Capitulo 8. A ordenacio requer o tempo Q (nlgn)
no modelo de comparac¢io, mesmo na média (ver Problema 8-1), e assim o método de ordena-
¢d0 e indexacgio apresentado na introducio a este capitulo € assintoticamente ineficiente.

Exercicios

9.3-1

No algoritmo SELECT, os elementos de entrada estao divididos em grupos de 5. O algoritmo
funcionara em tempo linear se eles forem divididos em grupos de 7? Demonstre que SELECT
nio serd executado em tempo linear se forem usados grupos de 3 elementos.

9.3-2
Analise SELECT para mostrar que, se 7 > 140, pelo menos| #/4 | elementos sio maiores que a me-
diana de medianas x e pelo menos [ n/4 | elementos sio menores que x.

9.3-3
Mostre como quicksort pode ser desenvolvido para ser executado no tempo O(n 1g n) no pior
caso.

9.3-4 *

Suponha que um algoritmo utilize apenas comparagdes para encontrar o #-ésimo menor ele-
mento em um conjunto de z elementos. Mostre que ele também pode encontrar os i — 1 meno-
res elementos e 0os # — { maiores elementos sem executar quaisquer comparagoes adicionais.

9.3-5

Dada uma sub-rotina de “caixa-preta” de mediana de tempo linear no pior caso, forne¢a um al-

goritmo simples de tempo linear que resolva o problema de selecio para uma estatistica de or-
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9.3-6

Os k-ésimos quantis de um conjunto de n elementos sio as & — 1 estatisticas de ordem que divi-
dem o conjunto ordenado em & conjuntos de igual tamanho (até dentro de 1). Fornega um algo-
ritmo de tempo O(n lg k) para listar os k-ésimos quantis de um conjunto.

9.3-7
Descreva um algoritmo de tempo O(n) que, dados um conjunto S de # nimeros distintos € um
inteiro positivo k <7, determine os £ nimeros em § que estao mais préximos da medianade S.

9.3-8

Sejam X[1 .. n] e Y1 .. n] dois arranjos, cada um contendo # nimeros ji em seqiiéncia ordenada.
Forneca um algoritmo de tempo O(lg n) para localizar a mediana de todos os 2z elementos nos
arranjos X e Y.

9.3-9

O professor Olavo é consultor de uma empresa petrolifera que estd planejando um grande oleo-
duto de leste para oeste através de um campo petrolifero de n pocos. De cada pogo, um oleodu-
to auxiliar deve ser conectado diretamente ao oleoduto principal ao longo de um caminho mais
curto (para o norte ou para o sul), como mostra a Figura 9.2. Dadas as coordenadas x e y dos po-
¢os, de que modo o professor deve escolher a localizaciao 6tima do oleoduto principal (aquela
que minimiza o comprimento total dos dutos auxiliares)? Mostre que a localizacio 6tima pode
ser determinada em tempo linear.

. B
A B g !

FIGURA 9.2 O professor Olavo precisa determinar a posigio do oleoduto no sentido leste-oeste que mini-
miza o comprimento total dos dutos auxiliares norte-sul

Problemas

9-1 Os i maiores niimeros em seqiiéncia ordenada
Dado um conjunto de » nimeros, queremos encontrar 0s # maiores em sequiéncia ordenada,
usando um algoritmo baseado em comparagio. Descubra o algoritmo que implementa cada um
dos métodos a seguir com o melhor tempo de execugio assint6tico no pior caso e analise os
tempos de execugdo dos algoritmos em termos de 7 e i.

a. Classifique os nimeros e liste os # maiores.
b. Construa uma fila de prioridade a partir dos nimeros e chame EXTRACT-MAX i vezes.

¢. Useumalgoritmo de estatistica de ordem para localizar o i-ésimo maior nimero, particionar
e ordenar os ¢ maiores nimeros.
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9-2 Mediana ponderada
Para n elementos distintos xy, x;, ..., X,,, COM PESOS POSItivos w1, W,, ..., W, tais que le w, =1,a
mediana ponderada (inferior) é o elemento x, que satisfaz a

SR

X, %)

a. Mostre que amedianade xq, x,, ..., X, ¢ amediana ponderada dos x; com pesos w; = 1/n para
i=12,..,n.

b. Mostre como calcular a mediana ponderada de z elementos no tempo O(# 1g ) no pior caso
usando ordenacio.

¢. Mostre como calcular a mediana ponderada no tempo ®(7) no pior caso, usando um algorit-
mo de mediana de tempo linear como SELECT da Secao 9.3.

O problema da localizacao da agéncia postal é definido como a seguir. Temos n pon-
tos p1, P2, ---, P, COM pesos associados w;, w,, ..., w,,. Desejamos encontrar um ponto p (nao ne-
cessariamente um dos pontos de entrada) que minimize o somatério Z:’z ,w,d(p, p,), onde
d(a, b) é a distincia entre os pontos a € b.

d. Mostre que a mediana ponderada é uma solugao melhor para o problema da localizagio de
agéncia postal unidimensional, no qual os pontos sio simplesmente nimeros reais e a dis-
tincia entre os pontos a e b é d(a, b) = |a - b]|.

e. Encontre a melhor solucdo para o problema de localizagao da agéncia postal bidimensional,
no qual os pontos sdo pares de coordenadas (x, y) e a distancia entre os pontos @ = (x1,7) €
b = (x,,y,) é adistancia de Manbattan dada por d(a, b) = |x;—x,| + |y1~y2|-

9-3 Estatisticas de ordem menores

Mostramos que o numero 7(n) de comparagoes no pior caso usadas por SELECT para selecionar
a i-ésima estatistica de ordem de # nimeros satisfaz a T(n) = ®(n), mas a constante oculta pela
notagio ® é bastante grande. Quando 7 é pequena em relagdo a n#, podemos implementar um
procedimento diferente que utiliza SELECT como uma sub-rotina, mas que efetua menos com-
paragoes no pior caso.

a. Descreva um algoritmo que utilize U,(7) comparagoes para encontrar o #-ésimo menor de n
elementos, onde

T(n) sei>n/2,

Uin) =T (n) = {I_"/ZJ +U,(| n/2])+T(2{) em caso contririo.

(Sugestdo: Comece com Ln/2] comparacdes de pares disjuntos e efetue a recursio sobre o
conjunto que contém o menor elemento de cada par.)

b. Mostre que, se i < n/2, entao U;(n) = n + O(T(2i) 1g(n/i)).
c. Mostre que, se i € uma constante menor que #n/2, entdo U;(n) = n + O(lg n).

d. Mostre que, se i = n/k para k > 2, entio Uy(n) = n + O(T(2n/k) 1g k).



Notas do capitulo

O algoritmo de tempo linear no pior caso para localizagio da mediana foi criado por Blum,
Floyd, Pratt, Rivest e Tarjan [43]. A versdo de tempo médio mais ripido se deve a Hoare [146].
Floyd e Rivest [92] desenvolveram uma versao de tempo médio melhor que efetua a particio em
torno de um elemento selecionado recursivamente a partir de uma amostra pequena dos ele-
mentos.

Ainda nao se sabe exatamente quantas comparagoes sa0 necessarias para determinar a medi-
ana. Um limite inferior de 2n comparagoes para a localizagio de medianas foi dado por Bent e
John [38]. Um limite superior de 37 foi dado por Schonhage, Paterson e Pippenger [265]. Dor e
Zwick [79] fizeram melhorias nesses dois limites; seu limite superior € ligeiramente menor que
2,95n e o limite inferior é ligeiramente maior que 27. Paterson [239] descreve esses resultados
juntamente com outro trabalho relacionado.
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Parte IIl

Estruturas de dados

Introducao

Os conjuntos sao tio fundamentais para a ciéncia da computagio quanto o sa0 para a matemati-
ca. Enquanto os conjuntos matemadticos sio invaridveis, 0s conjuntos manipulados por algorit-
mos podem crescer, encolher ou sofrer outras mudangas ao longo do tempo. Chamamos tais
conjuntos de conjuntos dindmicos. Os préximos cinco capitulos apresentam algumas técnicas
bdsicas para representar conjuntos dinimicos finitos e para manipular esses conjuntos em um
computador.

Os algoritmos podem exigir varios tipos diferentes de operaces a serem executadas sobre
conjuntos. Por exemplo, muitos algoritmos precisam apenas da capacidade de inserir elemen-
tos em, eliminar elementos de, e testar a pertinéncia de elementos a um conjunto. Um conjunto
dindmico que admite essas operagoes é chamado diciondrio. Outros algoritmos exigem opera-
¢Oes mais complicadas. Por exemplo, filas de prioridade minima, que foram introduzidas no Ca-
pitulo 6 no contexto da estrutura de dados do tipo heap (monte), admitem as operagoes de in-
sercao de um elemento em e de extragio do menor elemento de um conjunto. A melhor manei-
ra de implementar um conjunto dinimico depende das operagoes que devermn ser admitidas.

Os elementos de um conjunto dinamico

Em uma implementagio tipica de um conjunto dinimico, cada elemento é representado por
um objeto cujos campos podem ser examinados e manipulados se tivermos um ponteiro para o
objeto. (A Sec¢ao 10.3 discute a implementagiao de objetos e ponteiros em ambientes de progra-
macao que nao contém esses objetos e ponteiros como tipos de dados basicos.) Alguns tipos de
conjuntos dinimicos pressupoem que um dos campos do objeto é um campo de chave de iden-
tificagao. Se as chaves sao todas diferentes, podemos imaginar o conjunto dinimico como um
conjunto de valores de chaves. O objeto pode conter dados satélite, que sio transportados em
campos de outro objeto, mas nio sao utilizados de outro modo pela implementacio do conjun-
to. Ele também pode ter campos que sio manipulados pelas operagdes de conjuntos; esses cam-
pos podem conter dados ou ponteiros para outros objetos no conjunto.

Alguns conjuntos dinimicos pressupoem que as chaves sio extraidas de um conjunto total-
mente ordenado, como o dos ndmeros reais, ou ainda o conjunto de todas as palavras que se- |, 59



guem a ordenacio alfabética usual. (Um conjunto totalmente ordenado satisfaz a propriedade
de tricotomia, definida no Capitulo 3.) Uma ordenacio total nos permite definir o elemento mi-
nimo do conjunto, por exemplo, ou falar do préximo elemento maior que um dado elemento
em um conjunto.

Operacoes sobre conjuntos dinamicos

As operagoes sobre um conjunto dinimico podem ser agrupadas em duas categorias: consul-
tas, que simplesmente retornam informagdes sobre o conjunto, e operacées de modifica-
¢ao, que alteram o conjunto. Aqui esta uma lista de operagoes tipicas. Qualquer aplicacio espe-
cifica normalmente exigird que apenas algumas dessas operacoes sejam implementadas.

SEARCH(S, &)

Uma consulta que, dado um conjunto $ € um valor de chave &, retorna um ponteiro x
para um elemento em § tal que chave|[x] = k, ou NIL se nenhum elemento desse tipo
pertencer a §.

INSERT(S, x)

Uma operagio de modificagio que aumenta o conjunto § com o elemento apontado por
x. Normalmente, supomos que quaisquer campos no elemento x necessarios para a im-
plementacio do conjunto ji tenham sido inicializados.

DELETE(S, x)

Uma operacao de modificacio que, dado um ponteiro x para um elemento no conjunto
S, remove x de S. (Observe que essa operacio utiliza um ponteiro para um elemento x,
nao um valor de chave.)

MINIMUM(S)

Uma consulta sobre um conjunto totalmente ordenado § que retorna um ponteiro para
o elemento de § com a menor chave.

MAXIMUM(S)

Uma consulta sobre um conjunto totalmente ordenado § que retorna um ponteiro para
o elemento de § com a maior chave.

SUCCESSOR(S, x)

Uma consulta que, dado um elemento x cuja chave é de um conjunto totalmente ordena-
do S, retorna um ponteiro para o maior elemento seguinte em S, ou NIL se x € o elemen-
to maximo.

PREDECESSOR(S, x)

Uma consulta que, dado um elemento x cuja chave é de um conjunto totalmente ordena-
do §, retorna um ponteiro para o menor elemento seguinte em §, ou NIL se x € o elemen-
to minimo.

As consultas SUCCESSOR e PREDECESSOR freqiientemente sio estendidas a conjuntos com
chaves nao-distintas. Para um conjunto sobre z chaves, a suposi¢ao normal é que uma chamada
a MINIMUM seguida por 7z - 1 chamadas a SUCCESSOR enumera os elementos no conjunto em

160! sequiéncia ordenada.



O tempo empregado para executar uma operag¢io de conjunto é medido normalmente em
termos do tamanho do conjunto dado como um de seus argumentos. Por exemplo, o Capitulo
13 descreve uma estrutura de dados que pode admitir quaisquer das operacoes listadas anterior-
mente sobre um conjunto de tamanho 7z no tempo O(lg n).

Visao geral da Parte 111

Os Capitulos 10 a 14 descrevem virias estruturas de dados que podem ser usadas para imple-
mentar conjuntos dinimicos; muitas dessas estruturas serao utilizadas mais tarde para construir
algoritmos eficientes destinados a solugao de uma variedade de problemas. Outra estrutura de
dados importante — o heap (ou monte) — ja foi apresentada no Capitulo 6.

O Capitulo 10 apresenta os detalhes essenciais do trabalho com estruturas de dados simples
como pilhas, filas, listas ligadas e drvores enraizadas. Ele também mostra como objetos e pontei-
ros podem ser implementados em ambientes de programag¢iao que nao os admitem como primi-
tivas. Grande parte desse material deve ser familiar para qualquer pessoa que tenha freqiientado
um curso introdutdrio de programacio.

O Capitulo 11 introduz as tabelas hash, que admitem as operagées de diciondrio INSERT,
DELETE e SEARCH. No pior caso, o hash exige o tempo 1(n) para executar uma operagao
SEARCH, mas o tempo esperado para operacoes sobre tabelas hash é O(1). A andlise do hash se
baseia na probabilidade, mas a maior parte do capitulo nio requer nenhuma experiéncia no as-
sunto. ,

As drvores de pesquisa bindria, que sio focalizadas no Capitulo 12, admitem todas as opera-
¢coes sobre conjuntos dinimicos listadas anteriormente. No pior caso, cada operagio demora
um tempo 1(z) em uma irvore com 7z elementos, mas, em uma arvore de pesquisa bindria cons-
truida aleatoriamente, o tempo esperado para cada operacio é O(lg n). As arvores de pesquisa
binaria servem como base para muitas outras estruturas de dados.

As arvores vermelho-preto, uma variante de drvores de pesquisa bindria, sdo introduzidas no
Capitulo 13. Diferentes das drvores de pesquisa biniria comuns, as arvores vermelho-preto ofe-
recem a garantia de funcionar bem: as operagées demoram o tempo O(lg 7) no pior caso. Uma
arvore vermelho-preto é uma arvore de pesquisa balanceada; o Capitulo 18 apresenta outro tipo
de arvore de pesquisa balanceada, chamada arvore B. Embora a mecanica das drvores verme-
lho-preto seja um pouco complicada, vocé pode descobrir a maior parte de suas propriedades a
partir do capitulo, sem estudar a mecinica em detalhes. Apesar disso, o exame do cédigo pode
ser bastante instrutivo.

No Capitulo 14, mostramos como aumentar as arvores vermelho-preto para oferecer supor-
te a operacoes diferentes das operacoes basicas listadas antes. Primeiro, aumentamos essas 4r-
vores de modo a podermos manter dinamicamente estatisticas de ordem para um conjunto de
chaves. Em seguida, nés as aumentamos de modo diferente, a fim de manter intervalos de nu-
meros reais.
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Parte VIII

Apeéndice: Fundamentos
de matemadtica

Introducao

A andlise de algoritmos freqiientemente exige a utilizacio de um conjunto de ferramentas mate-
maticas. Algumas dessas ferramentas sio tao simples quanto a algebra do ensino de segundo
grau, mas outras talvez sejam novas para vocé. Este apéndice é um compéndio de vdrios outros
conceitos e métodos que empregamos para analisar algoritmos. Conforme observamos na in-
troducio a Parte 1, é possivel que vocé tenha visto grande parte do material deste apéndice antes
de ler este livro (embora as convengoes especificas de notacido que utilizamos possam diferir
ocasionalmente do que vocé encontrou em outros livros). Conseqiientemente, vocé deve tratar
o conteudo deste apéndice como material de referéncia. No entanto, como no restante do livro,
incluimos exercicios e problemas para que vocé possa melhorar seus conhecimentos nessas
areas especificas.

O Apéndice A oferece métodos para avaliacio e delimitacao de somatorios, 0s quais surgirao
com frequiéncia na analise de algoritmos. Muitas das formulas desse capitulo poderao ser encon-
tradas em qualquer texto de cdlculo, mas vocé achara conveniente ter esses métodos compila-
dos em um unico lugar.

O Apéndice B contém defini¢oes ¢ notagoes basicas para conjuntos, relagoes, fungoes, gra-
fos e arvores. Esse capitulo também apresenta algumas propriedades basicas desses objetos ma-
tematicos.

O Apéndice C comega com principios elementares de contagem: permutagoes, combina-
¢oes e assuntos semelhantes. O restante do capitulo contém defini¢oes e propriedades de pro-
babilidade basica. A maior parte dos algoritmos deste livro ndo exige nenhum conhecimento de
probabilidade para sua analise e, desse modo, vocé podera omitir facilmente as ultimas segoes
do capitulo em uma primeira leitura, até¢ mesmo sem folhea-las. Mais tarde, quando encontrar
uma analise probabilistica e desejar compreendé-la melhor, vocé encontrara no Apéndice C um
guia bem organizado para fins de referéncia.
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Apéndice A

Somatorios

Quando um algoritmo contém uma construcio de controle iterativo (ou repetitivo) como um
loop while ou for, seu tempo de execugio pode ser expresso como a soma dos tempos gastos
em cada execucao do corpo do loop. Por exemplo, descobrimos na Sec¢do 2.2 que a j-ésima itera-
¢do da ordenacio por insercio demorou um tempo proporeional a f no pior caso. Somando o
tempo gasto em cada iteraciao, obtivemos o somatoério (ou a série)

n
2.7
j=2

A avaliagio desse somatério produziu um limite de (%) no tempo de execucio do pior
caso do algoritmo. Esse exemplo indica a importancia geral de se entender como manipular e li-
mitar somatorios.

A Secao A.1lista diversas férmulas basicas que envolvem somatorios. A Seciao A.2 oferece téc-
nicas tteis para limitar somatérios. As fé6rmulas da Se¢io A.1 sio dadas sem demonstracao, em-

bora as provas de algumas delas sejam apresentadas na Se¢io A.2 para ilustrar os métodos dessa
seciao. A maioria das outras provas pode ser encontrada em qualquer texto de cilculo.

A.1 Formulas e propriedades de somatorios

Dada uma seqiéncia de nimeros a,, a,, ..., asoma finitaa; + a, + ... + a,,, onde n é um inteiro
nao negativo, pode ser escrita como

n
> -
k=1

Se n = 0, o valor do somatério € definido como 0. O valor de uma série finita é sempre bem
definido, e seus termos podem ser somados em qualquer ordem.

Dada uma seqiiéncia de nimeros a4, a,, ..., a soma infinita a; + @, + ... pode ser escrita
como

a0
2% s
k=1

que ¢é interpretada com o significado

=1 835
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Se o limite nio existe, a série diverge; caso contririo, ela converge. Os termos de uma série
convergente nem sempre podem ser adicionados em qualquer ordem. Contudo, podemos re-
organizar os termos de uma série absolutamente convergente, ou seja, uma série zk A
para a qual a série Z la,| também converge.

Linearidade

Para qualquer numero real ¢ e quaisquer seqii€ncias finitas a4, a5, ...,a, € by, by, ....,b,,,

i(cak +b,) =ci:a,e +ibk
k=1 k=1 k=1

A propriedade de linearidade também é obedecida por séries convergentes infinitas.
A propriedade de linearidade pode ser explorada para manipular somatérios que incorpo-
rem notagao assintotica. Por exemplo,

2®(f<k)) = @(i_ f(k)j .

Nessa equacio, a notagio ® no lado esquerdo se aplica a varidvel £ mas, no lado direito, ela
se aplica a n. Tais manipula¢des também podem ser aplicadas a séries convergentes infinitas.

Série aritmética

O somatorio
Yk=1+2+..+n,
k=1
€ uma série aritmética e tem o valor
Z 1
Zkz—n(n+1) (A.1)
ko1 2

= 0@n?) . (A.2)

Somas de quadrados e cubos

Temos os seguintes somatorios de quadrados e cubos:

ikz _ n(n+1)6(2n+1) , (A.3)
st _n (n+1) (A.49)

Série geométrica

Para o real x # 1, o somatorio

Z =l+x+a?+ .. +x"



€ uma série geométrica ou exponencial e tem o valor

n n+1 1

2%

=0 X — 1

(A.5)
Quando o somatério € infinito e |x| < 1, temos a série geométrica infinitamente decrescente
N 1
Doxt = (A.6)
k=0 1-x

Série harmonica

Para inteiros positivos 7, o n-ésimo numero barmonico é

H =141, L
2 3 4 n
g1
ik
=Ilnn+0(1). (A7)

(Provaremos esse limite na Secao A.2.)

Integracao e diferenciacao de séries

Férmulas adicionais podem ser obtidas por integragao ou diferenciagio das férmulas anterio-
res. Por exemplo, diferenciando-se ambos os lados da série geométrica infinita (A.6) e multipli-
cando por x, obtemos

k =— A.8
Z;x o)’ (A.8)

para |x| < 1.
Como inserir séries
Para qualquer sequéncia a4, a5, ..., a,,

(a4, ~a,)=a,-a,, Aa.9)
k=1

desde que cada um dos termos a4, a,, ...,4,, _; seja adicionado exatamente uma vez e subtraido
exatamente uma vez. Dizemos que a soma se insere. De modo semelhante,

D (a, -a, )=ay-a,

Como exemplo de uma soma por inser¢ao, considere a série
n-1

ko1 k(k +1) 57



Tendo em vista que podemos reescrever cada termo como

1 1 1
k(k+1) k k+1°

obtemos

n-1 1 —n—l (l- 1 ]
= ok(k+1) S \k k+1)

Produtos

O produto finito a,a,...a,, pode ser escrito como

n
N
k=1

Se n = 0, o valor do produto é definido como 1. Podemos converter uma férmula com um
produto em uma férmula com um somatério, utilizando a identidade

lg(gak) =§lgak .

Exercicios

A1-1
Encontre uma f6rmula simples para ZZ:1 2k - 1).

A2 %
Mostre que Z:=1 1/2k-1) = ln(\/;) + O(1), manipulando a série harménica.

A.1-3
Mostre que » = k%xF = x(1 + x)/(1 - x)> para 0 < |x| < 1.

~ Al4 x
Mostre que D~ (k- 1)/2F = 0.

CAIS5 x
Avalie a soma » ©  (2k + Dx?*.

A 1-6
Prove que ZZ=1 O(f(m) =0(Q " __ f,(n)) usando a propriedade de linearidade de somatérios.

A1-7
Avalie o produto [ [7_ 2 - 4*.

A1-8 x
Avalie o produto [ [}_, (1 - 1/&).

A.2 Como limitar somatorios

Existem muitas técnicas disponiveis para limitar os somatdérios que descrevem os tempos de
8%8‘ execugao de algoritmos. Aqui estao alguns dos métodos mais freqiientemente empregados.



Inducao matematica

O caminho mais comum para se definir o valor de uma série € usar a indugao matemadtica. Como
exemplo, vamos demonstrar que a série aritmética z:=1 k tem o valor 1 n(n + 1). Isso pode ser
verificado facilmente para n = 1; assim, criamos a hipotese indutiva de que ela é vilida parane
demonstramos que ela vale paran + 1. Temos

+1 ”n
k=Y k+ @+1).

k=1 k=1

S

=%n(n+1)+(n+1)
1
=E(n + D(n + 2).

Nio é necessirio adivinhar o valor exato de um somatério para usar a indugao matemadtica. A
indugao também pode ser usada para mostrar um limite. Como exemplo, vamos demonstrar

2

que a série geomeétrica zzz 0 3* ¢ 0O(3"). Mais especificamente, vamos provar que
E;zo 3% <¢3” para alguma constante ¢. No caso da condi¢io inicial » = 0, temos

oo D ¥ =1 < cenquanto ¢ > 1. Supondo que o limite se mantenha vilido para n, vamos provar
que ele ¢ vilido para n + 1. Temos

n+13k - ansk +3n+1

=0 k=0

a

SCS"+C3”+1

:(l +1]C3"+1
3 ¢
< Csn +1

1

desde que (1/3 + 1/c) <1 ou, de modo equivalente, ¢ > 3/2. Portanto, Y ©_ 3* = O(3"), como de-
sejdvamos demonstrar.

Temos de ser cuidadosos quando usarmos a notagio assintGtica para provar limites por in-
ducio. Considere a seguinte prova falaciosa de que ZZ=1 k = O(n). Certamente, ZZ=1 k=0().
Partindo da hip6tese de que o limite é vilido para n, podemos agora demonstra-lo paran + 1:

+1

N

k=Y k+ (n+1)

k=1 k=1

=0n)+n+1 <= errado!!

=0n+1).

O erro no argumento € que a “constante” oculta pelo “O maidsculo” cresce com 7 e, portan-

to, nio é constante. Nio mostramos que a mesma constante funciona para fodo n.
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Limitando os termos

As vezes, um bom limite superior em uma série pode ser obtido limitando-se cada termo da sé-
rie, e com frequiiéncia é suficiente utilizar o maior termo para limitar os outros. Por exemplo, um
limite superior rdpido sobre a série aritmética (A.1) é

Em geral, para uma série ZZ= | Gk, s€ considerarmos ap,,, = Max g, dg, €NLA0

n
D G < gy, .
k=1
A técnica de limitar cada termo em uma série pelo maior termo € um método fraco quando a
série pode de fato ser limitada por uma série geométrica. Dada a série Z:= » % suponha que
Api/ap <rparatodo k>0, onde 0 < r < 1 éuma constante. A soma pode ser limitada por uma
série geométrica decrescente infinita, pois @, < a,r* e, desse modo,

Podemos aplicar esse método para limitar o somatério Z:=1 (k/3%). Para iniciar o somatério
emk = 0, n6s o reescrevemos como » - ((k + 1)/3%* 1), O primeiro termo (a) € 1/3, e arazio
(r) entre 0s termos sucessivos €

(R+2)/3%% 1 k+2
(k+1)/3%" 3 k+1

IA

2
3
para todo & > 1. Desse modo, temos

Um erro comum na aplicaciao desse método é mostrar que a razio entre termos sucessivos é
menor que 1, e entio admitir como hipétese que o somatério € limitado por uma série geomé-
trica. Um exemplo € a série harmodnica infinita, que diverge desde

=, 1 2 |
2 o 2
2y Hm2g

=lim O(lg n)

=w.



Arazio entre o (k + 1)-€ésimo e o k-ésimo termos nessa série é k/(k + 1) < 1, mas a série nao é
limitada por uma série geométrica decrescente. Para limitar uma série por uma série geométri-
ca, deve-se mostrar que existe umr < 1 que é uma constante, tal que a razao entre todos os pares
de termos sucessivos nunca exceda r. Na série harmoOnica, ndo existe tal » porque a razio se tor-
na arbitrariamente préxima de 1.

Divisao de somatorios

Uma das maneiras de obter limites em um somatoério dificil é expressar a série como a soma de
duas ou mais séries, particionando-se o intervalo do indice e, em seguida, limitando-se cada
uma das séries resultantes. Por exemplo, suponha a tentativa de encontrar um limite inferior da
série aritmética ZZL k, a qual ja mostramos que tem um limite superior 2. Poderiamos tentar li-
mitar cada termo no somatorio pelo menor termo mas, como esse termo € 1, obtemos um limite

inferior n para o somatério — bem longe do nosso limite superior n2.

Podemos obter um limite inferior melhor dividindo primeiro o somatério. Por convenién-
cia, suponha que 7 seja par. Temos

/

Se=Sk+ Sk
k=1 k=n/{2+1

>%0+ 3 2

k=n/2+1

N

=?
R

Eo
il
_

(n/2)?

Q@n?) ,

que é um limite assintoticamente restrito, considerando-se que Y |k = O(n?).

Para um somatoério que surge da anilise de um algoritmo, podemos freqiientemente dividir
0 somatorio e ignorar um nimero constante dos termos iniciais. Em geral, essa técnica se aplica
quando cada termo g; em um somatoério ZZ= , % € independente de n. Entdo, para qualquer
constante k, > 0, podemos escrever

Zak zak + Zak

k=k,

—e()+ Ya,

k=k,

pois os termos iniciais do somatério sio todos constantes e existe um nimero constante deles.
Podemos entio usar outros métodos para limitar Zk b P Por exemplo, encontrar um limite
superior assintético sobre

o) kz
-
k=0 2
observamos que a razio entre termos sucessivos ¢

k+1)2/28 (B +2)?
( / _(
k?/2* 2k*

IA
O | 0

se k > 3. Portanto, o somatoério também pode ser dividido em 241



pois o segundo somato6rio € uma série geométrica decrescente.

A técnica de dividir somatorios pode ser usada para definir limites assintoticos em situacoes
muito mais dificeis. Por exemplo, podemos obter um limite O(lg 7#) na série harmodnica (A.7):

A idéia é dividir o intervalo de 1 an em Llg 7] fragmentos e estabelecer um limite superior
como contribui¢ao de cada fragmento em 1. Cada fragmento consiste nos termos que comegam
em 1/2! e que vio até 1/2° * !, sem inclui-lo, fornecendo

n 1 Llgn] 2i_y 1

ZESZ

i .
k=1 i—0 js02 +j

Llgrn| 211
e
=0 j=o02'

ngnJ .

IA
[y

<lgn+1. (A.10)

Aproximacao por integrais

~ Quando um somatério pode ser expresso como ZZW f(k), onde f(k) é¢ uma funcao monotoni-
camente crescente, é possivel fazer a aproximagao do somatdrio por integrais:

[ feodx< ¥ ri) <[ fadx. A.11)

A justificativa para essa aproximacio é mostrada na Figura A.1. O somatério é representado
como a area dos retangulos na figura, e a integral € a regido sombreada sob a curva. Quando f(k)
€ uma fungio monotonicamente decrescente, podemos usar um método semelhante para for-
necer os limites

[ feode< Y fy < [' flads. @12

A aproximacio integral (A.12) fornece uma estimativa restrita para o-n-ésimo nimero har-
monico. No caso de um limite inferior, obtemos

7,1 n+1 dx
Zezh T

842‘ =lnn+1). (A.13)



Para o limite superior, derivamos a desigualdade

N | n dx
2l
=Inn,

que produz o limite

ilslnn+ 1. (A.14)
ik

m—1 m m+l m+2 7 n-2 n-1 n n+l

(a)

m-1 m m+l m+2 " n-2 n-1 n n+l

)

FIGURA A.1 Aproximacgio de ZZ=,,, f(x) por integrais. A drea de cada retingulo é mostrada dentro do re-
tingulo, e a 4rea total dos retingulos representa o valor do somatério. A integral é representada pela drea
sombreada sob a curva. Comparando as dreas em (a), obtemos i ) f(x)dx? ZZ:m f(R), e depois, deslo-
cando os retingulos uma unidade para a direita, obtemos z k:n_ fe) < I: Jf(x)dx em (b)
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Exercicios

A2-1

Mostre que Y 1/k?é limitada acima por uma constante.

A2-2
Encontre um limite superior assint6tico sobre o somatorio

Lign]
IREZA

k=0

A.2-3
Mostre que o n-ésimo nimero harmonico € Q(lg ), dividindo o somatorio.

A2-4
Faga a aproximacio de Z:= . k3 com uma integral.

A2-5
Por que nao usamos a aproximagao integral (A.12) diretamente em z:=1 1/k para obter um limi-
te superior sobre o #-ésimo nimero harmonico?

Problemas

A-1 Limitando somatorios
Forneca limites assintoticamente restritos sobre os somatorios a seguir. Suponhaquer>0es=0
sejam constantes.

a. ik’.
k=1

b. 3lig’ k.

k=1

C. ik' Ig*® k.

k=1

Notas do capitulo

Knuth [182] é uma excelente referéncia para o material apresentado neste capitulo. As proprie-
dades bisicas de séries podem ser encontradas em qualquer bom livro de cilculo, como Apostol
[18] ou Thomas e Finney [296].



Apéndice B

Conjuntos e outros temas

Muitos capitulos deste livco mencionam os fundamentos de matemadtica discreta. Este capitulo
reexamina de forma mais completa as notagoes, definicoes e propriedades elementares de con-
juntos, relacoes, fungoes, grafos e drvores. Os leitores que ja estio bem versados nesses assuntos
s6 precisam dar uma olhada ripida neste capitulo.

B.1 Conjuntos

Um conjunto é uma coleg¢io de objetos distintos, que sio chamados elementos ou membros
do conjunto. Se um objeto x ¢ um elemento de (ou pertence a) um conjunto §, escrevemosx € §
(1é-se “x é um membro de S”, “x é elemento de §”, “x pertence a $” ou, de modo mais abreviado,
“x estd em S”). Se x nao € um elemento de S, escrevemos que x ¢ S. Podemos descrever um con-
junto relacionando explicitamente seus elementos como uma lista entre chaves. Por exemplo, é
possivel definir um conjunto S contendo exatamente os nimeros 1, 2 e 3, escrevendo-se S = {1,
2,3}. Como 2 é um elemento do conjunto S, podemos escrever 2 € §; como 4 nao é um elemen-
to do conjunto, temos 4 ¢ S. Um conjunto nio pode conter o mesmo objeto mais de umavez,! e
seus elementos nio sio ordenados. Dois conjuntos A e B sao iguais, sendo representados por A
= B, se eles contém os mesmos elementos. Por exemplo, {1, 2, 3, 1} = {1, 2, 3} = {3, 2, 1}.
Adotamos notagdes especiais para conjuntos encontrados com freqiéncia.

e 0 denota o conjunto vazio, isto é, o conjunto qué nao contém nenhum elemento.

e Z denota o conjunto de n#imeros inteiros, isto é, o conjunto {...,-2,-1,0, 1, 2, ...}.
¢ R denota o conjunto de numeros reais.

e N denota o conjunto de nzimeros naturais, isto é, o conjunto {0, 1, 2, ...}.2

Se todos os elementos de um conjunto A estio contidos em um conjunto B, ou seja, se x € A
implicax € B, escrevemos A C B e dizemos que A é um subconjunto de B. Um conjunto A ¢ um
subconjunto proprio de B, representado por A B, se A < B mas A # B. (Alguns autores usam o
simbolo “” para denotar a relagao de subconjunto comum, em lugar da relagio de subconjunto

! Uma varia¢io de um conjunto, que pode conter 0 mesmo objeto mais de uma vez, é chamada um multiconjunto.
2 Alguns autores iniciam os niimeros naturais com 1 em vez de 0. A tendéncia moderna parece ser a de iniciar esse con-
junto com 0. 845
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préprio.) Para qualquer conjunto A, temos A — A. No caso de dois conjuntosA e B, temos A = B
se e somente se A Be BCA. Paratrés conjuntos A, B e C quaisquer,seAcBeBc C,enticAc C.
Para qualquer conjunto A, temos 0 C A.

Algumas vezes, definimos conjuntos em termos de outros conjuntos. Dado um conjunto A,
podemos definir um conjunto B ¢ A declarando uma propriedade que distingue os elementos
de B. Por exemplo, podemos definir o conjunto de nimeros inteiros pares por {x:x € Zex/2 é
um inteiro}. Nessa notacao, o sinal de dois-pontos significa “tal que”. (Alguns autores usam uma
barra vertical em Iugar do sinal de dois-pontos.)

Dados dois conjuntos A e B, também podemos definir novos conjuntos aplicando opera-
coes de conjuntos:

e Aintersecao de conjuntos A e B é o conjunto
ANB={x:xcAexecB}.

¢ Awuniao de conjuntos A e B é o conjunto
AUB={x:xe€Aoux < B}.

o Adiferenca entre dois conjuntos A € B € o conjunto
A-B={x:xcAex ¢ B}.

As operacoes de conjuntos obedecem as leis enunciadas a seguir.
Leis de conjuntos vazios:

ANO=09,
AUD=A.

Leis de idempoténcia:
ANA=A,

AUA=A.

Leis comutativas:
ANB=BNA,
AUB=BUA.

Leis associativas:
ANBNCO=@ANBNC,
AUBUCO=@UBYUC.

Leis distributivas:
ANBUO=ANBUANO, ' (B.1)

AUBNC =@AUB N@AUC).



Leis de absorcao:

AN@AUB =4,

AUMANB) =A.

Leis de DeMorgan:
A-BNC)=@A-B)U@A-0C),

A-(BUCO =@A-B)N@A-C). (B.2)

A-(BNC)

A-B) o

FIGURA B.1 Um diagrama de Venn que ilustra as primeiras leis de DeMorgan (B.2). Cada um dos conjun-
tos A, B e C é representado como um circulo

A primeira das leis de DeMorgan estd ilustrada na Figura B.1 com o uso de um diagrama de
Venn, uma imagem grafica na qual os conjuntos sio representados como regiées do plano.

Muitas vezes, todos 0s conjuntos sob consideragio sio subconjuntos de algum conjunto
maior U chamado universo. Por exemplo, se estivermos considerando varios conjuntos forma-
dos apenas por inteiros, o conjunto Z de inteiros serd um universo apropriado. Dado um univer-
so U, definimos o complemento de um conjunto A como A = U-A. Para qualquer conjunto A
U, temos as seguintes leis:

A=A,
ANA=0,
AUA=U

As leis de DeMorgan (B.2) podem ser reescritas com complementos. Para dois conjuntos
quaisquer A, B < U, temos

Dois conjuntos A e B sio disjuntos se nio tém nenhum elemento em comum, ou seja, se A N
B =0.Umacolecio J = {S;} de conjuntos nio vazios forma uma particdao de um conjunto S se:

e 0s conjuntos sio disjuntos aos pares, isto €, S, S, € J ei#jimplicam §; N S; =0, e
e sua uniio é §, isto é,

s=s. -

ANV

Em outras palavras, J forma uma parti¢ao de § se cada elemento de S aparece em exatamen-
teumsS; e J . 847



O namero de elementos em um conjunto é chamado cardinalidade (ou tamanhbo) do
conjunto, denotada por |S|. Dois conjuntos tém a mesma cardinalidade se seus elementos po-
dem ser colocados em uma correspondéncia de um para um. A cardinalidade do conjunto vazio
é |¢| = 0. Se a cardinalidade de um conjunto é um nimero natural, dizemos que o conjunto é

Jinito; caso contrario, ele é infinito. Um conjunto infinito que pode ser colocado em uma cor-
respondéncia de um para um com os nimeros naturais N é infinito contdvel; caso contrario,
ele é ndo contavel. Os inteiros Z sao contdveis, mas os reais R sio ndo contaveis.

Para dois conjuntos finitos A e B, temos a identidade

|AUB| = |A| + |B|-|ANB]|, (B.3)
da qual podemos concluir que
|AUB|<|A| + |B].

Se A e B sao disjuntos, entio |[A N B| = 0 e, portanto, |[AU B| = |A| + |B|.Se A < B, entio
|A| < |B].

Um conjunto finito formado por #n elementos as vezes € chamado um conjunto de n ele-
mentos. Um conjunto de um elemento é chamado unitdrio. Um subconjunto de & elementos
de um conjunto as vezes é chamado um subconjunto de k elementos.

O conjunto de todos os subconjuntos de um conjunto S, inclusive o conjunto vazio € o pré-
prio conjunto S, é denotado por 25 e é chamado conjunto poténcia de S. Por exemplo, 22 b} =
{0, {a}, {b}, {a, b}}. O conjunto poténcia de um conjunto finito $ tem cardinalidade 2 sl

Algumas vezes, utilizamos estruturas semelhantes a conjuntos, nas quais os elementos estio
ordenados. Um par ordenado de dois elementos a e b é denotado por (a, b) e pode ser defini-
do formalmente como o conjunto (@, b) = {a, {a, b}}. Desse modo, o par ordenado (&, b) nio é
igual ao par ordenado (b, a).

O produto cartesiano de dois conjuntos A e B, denotado por A X B, é o conjunto de todos
os pares ordenados tais que o primeiro elemento do par é um elemento de A e o segundo é um
elemento de B. De modo mais formal,

AXB={(a b):acAeb e B}.

Por exemplo, {a, b} X {a, b, c} = {(a, a), (a, b), ,c), (b,a), (b, b), (b,c)}. QuandoA e Bsio
conjuntos finitos, a cardinalidade de seu produto cartesiano é

|A x B| = |A| - |B] . (B.4)
O produto cartesiano de 7 conjuntos A,, A, ..., A, € o conjunto de n-tuplas

A XA X ... XA, =(@,a,,..,a,):a;€A,i=1,2,. .., n),

cuja cardinalidade é

|A; XA, X ... XA, | = |A1] - |4z] ... |A,|

se todos conjuntos sio finitos. Denotamos um produto cartesiano de » termos sobre um unico
conjunto A pelo conjunto

A"=AXAX..XA,

cuja cardinalidade é |A"| = |A|” se A é finito. Uma n-tupla também pode ser visualizada como
g4g| UMa seqiiéncia finita de comprimento 7z (ver Se¢ao B.3).



Exercicios

B.1-1
Trace diagramas de Venn que ilustrem a primeira das leis distributivas (B.1).

B.1-2
Prove a generalizacio das leis de DeMorgan para qualquer colegio finita de conjuntos:

A, NA,N..NA, =4, U4, U...Ua, ,

A UA,U..UA, =4,N4,N...N0A4, .

B.1-3
Prove a generalizacio da equagio (B.3), que é chamada principio de inclusao e exclusao:

|4, U4, U ...UA,| =
|AL] + 14| + ... + |A,]
-lA; N4 + ...+ 1A, NAg] - ... (todos os pares)

+14; N A, NA;| + ... (todas as triplas)

+(-D" YA, N4, N Ay .

B.1-4
Mostre que o conjunto de nimeros naturais impares é contavel.

B.1-5
Mostre que, para qualquer conjunto finito S, o conjunto poténcia 25 tem 219! (ou seja, existem
2181 subconjuntos distintos de S).

B.1-6
Dé uma defini¢io indutiva para uma n-tupla, estendendo a defini¢ao da teoria dos conjuntos
para um par ordenado.

B.2 Relacoes

Uma relacgao bindria R sobre dois conjuntos A e B ¢ um subconjunto do produto cartesiano A
X B. Se (a, b) € R, algumas vezes escrevemos @ R b. Quando dizemos que R € uma relagio bindria
sobre um conjunto A, queremos dizer que R é um subconjunto de A X A. Por exemplo, a relacio
“menor que” sobre os nimeros naturais € o conjunto {(@, b) : a, b € N e a < b}. Uma relacio
n-aria sobre conjuntos A;, A,, ..., A, € um subconjuntode A; X 4; X ... X A4,

Uma relacdo bindria R € A X A é reflexiva se

aRa

paratodoa € A. Porexemplo, “=" e “<” sdo relagoes reflexivas em N, mas “<” ndo €. Arelagdio R €
simétrica se

aRbimplicabRa
paratodoa, b € A. Por exemplo, “=" é simétrica, mas “<” e “<” ndo sio. A relagio R € transitiva se

aRbebRcimplicamaRc
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paratodo 4, b, ¢ € A. Por exemplo, as relagdes “<”, “<” e “=" sa0 transitivas, mas a relacioR =
{(@,b):a,b e Nea =b-1} nido é, pois 3R 4 e 4 RS nao implicam 3 R 5.

Uma relacao que ¢ reflexiva, simétrica e transitiva é uma relacao de equivaléncia. Por
exemplo, “=" é uma relagio de equivaléncia sobre os nimeros naturais, mas “<” nao é. Se R é
uma relagio de equivaléncia em um conjunto A, entido, paraa € A, aclasse de equivaléncia de
a éoconjunto [a] = {b € A:aR b}, ou seja, o conjunto de todos os elementos equivalentes a a.
Por exemplo, se definimosR = {(a, b) : a,b € Nea + b é um nimero par}, entao R é uma relagao
de equivaléncia, pois a + a é par (reflexiva), a + b é par implica b + a é par (simétrica)ea + b é
pare b + ¢ é parimplicam a + ¢ é par (transitiva). A classe de equivalénciade 4 ¢ [4] = {0, 2, 4, 0,
...}, eaclasse de equivalénciade 3 é [3] = {1, 3, 5, 7,...}. Um teorema basico de classes de equiva-
léncia é dado a seguir.

Teorema B.1 (Uma relacao de equivaléncia é o mesmo que uma particao)

As classes de equivaléncia de qualquer relagio de equivaléncia R sobre um conjunto A formam
uma parti¢io de A, e qualquer parti¢ao de A determina uma relacao de equivaléncia sobre A para
a qual os conjuntos na parti¢ao sao as classes de equivaléncia.

Prova Como primeira parte da prova, devemos mostrar que as classes de equivaléncia de R
s40 conjuntos nao vazios e disjuntos aos pares cujauniio é A. Como R é reflexiva, a € [a], e assim
as classes de equivaléncia sdo nio vazias; além disso, tendo em vista que todo elemento a € A
pertence a classe de equivaléncia [a], a unido das classes de equivaléncia é A. Resta mostrar que
as classes de equivaléncia sio conjuntos disjuntos aos pares, isto €, se duas classes de equivalén-
cia [@] e [b] tém um elemento ¢ em comum, entio elas sio de fato o mesmo conjunto. Agora, & R
ce bR c que, por simetria e transitividade, implicam a R b. Portanto, para qualquer elemento ar-
bitririox € [a], temos que x R a implicax R b e, desse modo, [a] < [b]. De modo semelhante, [b]
c [a] e, assim sendo, [a] = [b].

Como segunda parte da prova, seja S = {A;} uma particio de A, e defina R = {(a, b) : existe
italquea € A;e b € A;}. Afirmamos que R é uma relacao de equivaléncia em A. A reflexividade se
mantém, pois a € A; implica a R a. A simetria se mantém porque, se a R b, entao a e b estao no
mesmo conjunto 4; e, conseqientemente, bRa. SeaR b e b R c, entio todos os trés elementos
estio no mesmo conjunto e, desse modo, a R ¢, e a transitividade é mantida. Para verificar que os
conjuntos na parti¢ao sio as classes de equivaléncia de R, observe que, se a € A;, entdo x € [a]
implicax € A;, e x € A, implicax € [a]. n

Uma relacao bindria R sobre um conjunto A é anti-simétrica se
aRbebRaimplicama =b .

Por exemplo, a relagao “<” sobre 0os nimeros naturais € anti-simétrica, poisa<b e b <aim-
plicam @ = b. Uma relacgido que é reflexiva, anti-simétrica e transitiva é uma ordem parcial, ¢
chamamos um conjunto no qual uma ordem parcial é definida de conjunto parcialmente or-
denado. Por exemplo, a relacao “é descendente de” é uma ordem parcial no conjunto de todas
as pessoas (se visualizarmos individuos como sendo seus proprios descendentes).

Em um conjunto parcialmente ordenado A, nao pode haver nenhum elemento “miaximo” a
tal que b Ra paratodo b € A. Em vez disso, pode haver diversos elementos mdximos a tais que,
paranenhum b € A, onde b #a, ocorre que a R b. Por exemplo, em uma colegao de caixas de dife-
rentes tamanhos podem existir virias caixas miximas que nao se ajustam dentro de qualquer
outra caixa, ainda que nio exista nenhuma caixa maxima tnica dentro da qual se ajustard qual-
quer outra caixa.>

3 para sermos exatos, com a finalidade de fazer a relagio “caber em” ser uma ordem parcial, precisamos visualizar uma
850 caixa como cabendo dentro dela prépria.



Uma ordem parcial R sobre um conjunto A é uma ordem total ou ordem linear se, para
todoa, b € A, temos a Rb ou b R a, ou seja, se for possivel relacionar entre si todos os pares de
elementos de A em R. Por exemplo, a relagdo “<” é uma ordem total sobre os nameros naturais,
mas a relacao “é descendente de” nao é uma ordem total sobre o conjunto de todas as pessoas,

pois existem individuos que nio sio descendentes uns dos outros.

Exercicios

B.2-1
Prove que a relagiao de subconjunto “c” em todos os subconjuntos de Z é uma ordem parcial
mas nio uma ordem total.

B.2.2

Mostre que, para qualquer inteiro positivo n, a relacio “equivalente de médulo #»” € uma relacio
de equivaléncia sobre os inteiros. (Dizemos que @ =b (mod ») se existe um inteiro g talque a —b
= gn.) Em que classes de equivaléncia essa relagao particiona os inteiros?

B.2-3
Dé exemplos de relagoes que sejam

a. reflexivas e simétricas, mas ndo transitivas,
b. reflexivas e transitivas, mas nao simétricas,

c. simétricas e transitivas, mas nao reflexivas.

B.2-4
Seja § um conjunto finito, e seja R uma relacao de equivaléncia sobre § X §. Mostre que, se uma
adicao R é anti-simétrica, entdo as classes de equivaléncia de S com respeito a R sao unitarias.

B.2-5

O professor Narciso afirma que, se uma relagio R € simétrica e transitiva, entdo ela também € re-
flexiva. Ele oferece a seguinte prova. Por simetria, @ R b implica b R a. Por essa razao, a transitivi-
dade implica a R a. O professor esti certo?

B.3 Funcoes

Dados dois conjuntos A e B, uma funcdo f ¢ uma relagio binaria em A X B tal que, paraa € A,
existe exatamente um b € B tal que (a, b) € f. O conjunto A é chamado dominio de fe o conjun-
to B é chamado contradominio de f. Algumas vezes, escrevemos f: A — B; e, se (a, b) € f, escre-
vemos b = f(a), pois b é determinado de forma univoca pela escolha de a.

Intuitivamente, a funcio fatribui um elemento de B a cada elemento de A. Nenhum elemen-
to de A recebe a atribuicao de dois elementos diferentes de B, mas o mesmo elemento de B pode
receber a atribuicdo de dois elementos diferentes de A. Por exemplo, a relagao bindria

f={@,b):a,b e Neb=amod 2}

é uma fungio f: N — {0, 1} porque, para cada nimero natural a, existe exatamente um valor b
em {0, 1} tal que b = a2 mod 2. Para esse exemplo, 0 = f(0), 1 = f(1), 0 = f(2) etc. Em contraste, a
relacao bindria

g={@b):a,beNea + bépar}

nio é uma funcio, pois (1, 3) e (1, 5) estio ambos em g €, desse modo, para a op¢ao @ = 1, nao
existe exatamente um b tal que (a, b) € g. 851



Dada uma fungio f: A — B, se b = f(a), dizemos que a é o argumento de f e que b é o valor
de fem a. Podemos definir uma funciao declarando seu valor para cada elemento de seu domi-
nio. Por exemplo, poderiamos definir f(r) = 2n paran € N, o que significaf = {(n, 2n) : n € N}.
Duas funcoes fe g sio iguais se elas tém o mesmo dominio e contradominio e se, para todo a no
dominio, f(a) = g(a).

Umasegqiiéncia finita de comprimento » é uma fung¢ao f cujo dominio é o conjunto de # in-
teiros {0, 1, ..., » - 1}. Com freqiiéncia, denotamos uma seqiiéncia finita listando seus valores:
{(0), (D), ..., f(n-1)). Uma seqiiéncia infinita ¢ uma fungio cujo dominio é o conjunto N dos
nameros naturais. Por exemplo, a seqiiéncia de Fibonacci definida pela recorréncia (3.21), éa
seqiéncia infinita (0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,...).

Quando o dominio de uma fungio f é um produto cartesiano, freqiientemente omitimos os
parénteses extras que envolvem o argumento de f. Por exemplo, se tivéssemos uma fungiof: A,
XA, X ... XA, > B, escreveriamos b = f(a,, a,, ..., a,) emvezde b = f((a, a,, ..., a,)). Também
chamamos cada a;, um argumento para a fungio f, embora tecnicamente o (Unico) argumento
para f seja a n-tupla (a,, a,, ..., a,;).

Se f: A — B é uma funcio e b = f(a), entdo dizemos as vezes que b é aimagem de a sob f. A
imagem de um conjunto A’ C A sob f é definida por

f@AY =1{b e B:b=f(a) paraalguma € A’} .

O intervalo de f é a imagem do seu dominio, ou seja, f(A4). Por exemplo, o intervalo da fun-
¢do f: N = N definida por f(n) = 2n é fAN) = {m : m = 2n para algum n € N}.

Uma fungao é uma sobrejecdo se seu intervalo é seu contradominio. Por exemplo, a fungio

f(n) = | n/2]é uma funcio sobrejetora de N para N, pois todo elemento em N aparece como o va-
lor de f para algum argumento. Em contraste, a funcio f(n) = 2n nio é uma funcio sobrejetora
de N para N, porque nenhum argumento de f pode produzir 3 como um valor. Porém, a funcio

f(n) = 2n é uma fungao sobrejetora dos naimeros naturais para os nimeros pares. Uma sobreje-
¢aof: A — B é descrita algumas vezes como o mapeamento de A sobre B. Quando dizemos que f
estd sobre, queremos dizer que ela é sobrejetora.

Uma funcio f: A - B é uma énjecao se argumentos distintos de f produzem valores distin-
tos, isto é, se a # a’' implica f(a) # f(a'). Por exemplo, a fungio f(n) = 2n é um funcio injetora de
N para N, pois cada nimero par b é a imagem sob f de no maximo um elemento do dominio, ou
seja, b/2. Afuncio f(n) = | 72/21ndo é injetora, pois o valor 1 é produzido por dois argumentos: 2
e 3. Algumas vezes, uma injecio é chamada uma funcio de um para um.

Uma fungio f: A — B é um bijecdo se ela é injetora e sobrejetora. Por exemplo, a fungio f(n)
= (-1)"| n/21¢é uma bijecio de N para Z:

0-0,
1->-1,
251,
3> -2,

42,

A funcgio € injetora, porque nenhum elemento de Z é a imagem de mais de um elemento de
N. Ela € sobrejetora, pois todo elemento de Z aparece como imagem de algum elemento de N.
Entio, a funcio é bijetora. As vezes, uma bijecio é chamada uma correspondéncia de um
para um, porque emparelha elementos do dominio e do contradominio. Uma bije¢io de um

gsa| conjunto A para ele mesmo € chamada as vezes permutacdo.



Quando uma funcio f é bijetora, sua éinversa f ! é definida como
f 1 (b) = ase esomente se f(a) =b .

Por exemplo, a inversa da fungio f(n) = (-1)"*[n/21é

i (m) = 2m sem=20,
—2m sem<0.

Exercicios

B3-1

Sejam A e B conjuntos finitos, € seja f: A - B uma fungio. Mostre que
a. seféinjetora, entio |A| < |B|;
b. sefé sobrejetora, entio |A| > |B].

B3-2
A fungio f(x) = x + 1 é bijetora quando o dominio e o contradominio sao N? Ela € bijetora quan-
do o dominio ¢ o contradominio sio Z?

B.3-3
Dé uma defini¢iao natural para a inversa de uma relagio binaria tal que, se uma relagio é de fato
uma fungio bijetora, sua inversa relacional é sua inversa funcional.

B.3-4 «
Dé uma bijeciode Z para Z X Z.

B.4 Grafos

Esta sec¢do apresenta dois tipos de grafos: orientado e nao orientado. O leitor deve saber que cer-
tas defini¢bes na literatura diferem das que sio dadas aqui mas, em sua maioria, as diferengas
sdo ligeiras. A Seg¢do 22.1 mostra como os grafos podem ser representados na memoria do com-
putador.

Um grafo orientado G é um par (V, E), onde V é um conjunto finito e E € uma relagao bindria
em V. O conjunto V é chamado conjunto de vértices de G, e seus elementos sio chamados vérti-
ces. O conjunto E é chamado conjunto de arestas de G, e seus elementos sao chamados ares-
tas. A Figura B.2(a) ¢ uma representacio pictdrica de um grafo orientado sobre o conjunto de vér-
tices {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Os vértices sao representados por circulos na figura, e as arestas sao repre-
sentadas por setas. Observe que siao possiveis autoloops — arestas de um vértice para ele proprio.

Em um grafo nao orientado G = (V, E), o conjunto de arestas E consiste em pares de vértices
ndo ordenados, em lugar de pares ordenados. Isto é, uma aresta é um conjunto {z, v},ondeu, v €
Ve u#v. Por convengio, usamos a notacio (¢, v) para uma aresta, em lugar da notag¢io de conjun-
tos {u, v}, e (1, v) e (v, u) sao consideradas a mesma aresta. Em um grafo nio orientado, autoloops
sa0 proibidos, e assim toda aresta consiste em exatamente dois vértices distintos. A Figura B.2(b) €
uma representacio pictérica de um grafo nio orientado no conjunto de vértices {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Muitas defini¢oes para grafos orientados e nio orientados sao idénticas, embora certos ter-
mos tenham significados ligeiramente diferentes nos dois contextos. Se (#, v) € uma aresta em
um grafo orientado G = (V, E), dizemos que (u, v) é incidente do ou sai do vértice u e é inci-
dente no ou entra no vértice v. Por exemplo, as arestas que deixam o vértice 2 na Figura B.2(a)
s30 (2, 2), (2, 4) e (2, 5). As arestas que entram no vértice 2 sao (1, 2) e (2, 2). Se (4, v) € uma ares-
ta em um grafo nio orientado G = (V, E), dizemos que (u, v) é incidente nos vértices u € v. Na
Figura B.2(b), as arestas incidentes no vértice 2 sio (1, 2) e (2, 5). 853
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FIGURA B.2 Grafos orientados e nio orientados. (a) Um grafo orientado G = (V, E),onde V= {1, 2, 3, 4,
5,6}eE=1{(1,2),(2,2),(2,4),(2,5), 41, (4,5), (54, (6,3)}. Aaresta (2, 2) € um autoloop. (b) Um gra-
fondoorientado G = (V,E),onde V=1{1,2,3,4,5,6} e E = {(1, 2), (1, 5), (2,5), (3, 6)}. O vértice 4 é isola-
do. (¢) O subgrafo do grafo da parte (a) induzido pelo conjunto de vértices {1, 2, 3, 6}

Se (u, v) é uma aresta em um grafo G = (V, E), dizemos que o vértice v é adjacente ao vértice
u. Quando o grafo é nio orientado, a relagao de adjacéncia € simétrica. Quando o grafo é orien-
tado, a relagiao de adjacéncia nao € necessariamente simétrica. Se v é adjacente a # em um grafo
orientado, as vezes escrevemos u — v. Nas partes (a) e (b) da Figura B.2, o vértice 2 ¢ adjacente
ao vértice 1, pois a aresta (1, 2) pertence aambos os grafos. O vértice 1 ndo é adjacente ao vértice
2 na Figura B.2(a), pois a aresta (2, 1) nio pertence ao grafo.

O grau de um vértice em um grafo nao orientado é o nimero de arestas incidentes nele. Por
exemplo, o vértice 2 na Figura B.2(b) tem grau 2. Em um grafo orientado, o grau de saida de
um vértice é o nimero de arestas que saem dele, e o grau de entrada de um vértice € o nume-
ro de arestas que entram nele. O grau de um vértice em um grafo orientado € seu grau de entra-
da somado a seu grau de saida. O vértice 2 na Figura B.2(a) tem grau de entrada 2, grau de saida 3
e grau 5.

Um caminbo de comprimento k de um vértice u até um vértice ¥’ emum grafo G = (V,E) €
uma seqiiéncia (vy, vy, U5, .., V) de vértices tais que u = vy, #' =v e (v;_q,vi)parai=1,2,...,k. O
comprimento do caminho € o nimero de arestas no caminho. O caminho contém os vértices vy,
vy, ... Uy € as arestas (vg, v1), (U1, U2), ..., (Ug_1, Ug). (Sempre existe um caminho de comprimento
0 de u até u.) Se existe um caminho p de u# até «¢', dizemos que u' é acessivel a partir de uviap, o
que escrevemos algumas vezes como u p u',seG ¢ orientado. Um caminho é simples se todos
os vértices no caminho sao distintos. Na Figura B.2(a), o caminho (1, 2, 5, 4) ¢ um caminho sim-
ples de comprimento 3. O caminho (2, 5, 4, 5) nao é simples.

Um subcaminbo do caminho p = (v, vy, .., vg) € uma subseqiiéncia contigua de seus vérti-
ces. Isto é, para qualquer 0 <# <j<k, a subseqiiéncia de vértices (v;, v; ; 1, .., ;) € um subcaminho
dep.

Em um grafo orientado, um caminho (v, vy, .., ) forma um ciéclo se v, = v, € o caminho
contém pelo menos uma aresta. O ciclo é simples se, além disso, vy, v,, ..., v, sdo distintos. Um
autoloop é um ciclo de comprimento 1. Dois caminhos (vy, vy, vp, .., Up _ 1, Vp) €
(vy,v;,05,...,0,_,,V,,) formam o mesmo ciclo se existe um inteiroj tal que v; = v, ;) 04, PAra i
=0,1,...,k-1.NaFiguraB.2(a), o caminho (1, 2, 4, 1) forma o mesmo ciclo que os caminhos (2,
4,1,2)e{4, 1,2, 4). Esse ciclo é simples, mas o ciclo (1, 2, 4, 5, 4, 1) nao €. O ciclo (2, 2) formado
pelaaresta (2, 2) é um autoloop. Um grafo orientado sem autoloops é simples. Em um grafo nao
orientado, um caminho (v, vy, .., vp) forma um ciclo (simples) se k 3, vy = vy e vy, v, ..., Uy SA0
distintos. Por exemplo, na Figura B.2(b), o caminho(1, 2, 5, 1) é um ciclo. Um grafo sem ciclos €
aciclico.

Um grafo niao orientado é conectado se todo par de vértices estd conectado por um cami-
nho. Os componentes conectados de um grafo sao as classes de equivaléncia de vértices sob a
relacio “é acessivel a partir de”. O grafo da Figura B.2(b) tem trés componentes conectados: {1,
2,5}, {3,6} e {4}. Todovérticeem {1, 2, 5} é acessivel a partir de cada um dos outros vértices em
{1, 2, 5}. Um grafo nao orientado é conectado se tem exatamente um componente conectado,
isto é, se todo vértice é acessivel a partir de todos os outros vértices.



Um grafo orientado é fortemente conectado se cada um de dois vértices quaisquer é aces-
sivel a partir do outro. Os componentes fortemente conectados de um grafo orientado sao as
classes de equivaléncia de vértices sob a relacao “sio mutuamente acessiveis”. Um grafo orienta-
do é fortemente conectado se ele s6 tem um componente fortemente conectado. O grafo da Fi-
gura B.2(a) tem trés componentes fortemente conectados: {1, 2,4, 5}, {3} e {6}. Todos os pares
de vérticesem {1, 2, 4, 5} sio mutuamente acessiveis. Os vértices {3, 6} nao formam um compo-
nente fortemente conectado, pois o vértice 6 nio pode ser alcangado a partir do vértice 3.

Dois grafos G = (V, E) e G’ = (V', E') sdo isomorficos se existe uma bijecido f: V— V' tal que
(u,v) € Ese e somente se (f(u),f(v)) € E'. Em outras palavras, podemos identificar novamente os
vértices de G como vértices de G', mantendo as arestas correspondentes em G e G'. A Figura
B.3(a) mostra um par de grafos isomoérficos G e G' com os conjuntos de vértices respectivos V =
{1,2,3,4,5,6} eV = {u,v,w, x,y,z}. O mapeamento de V para V' dado por f(1) = u, f(2) = v,

f®) =w, f(4) =x,f(5) =p,f(6) = zéatungio bijetora exigida. Os grafos da Figura B.3(b) ndo sao
isomorficos. Embora ambos os grafos tenham 5 vértices e 7 arestas, o grafo superior tem um vér-
tice de grau 4, e o grafo inferior nio.

Dizemos que um grafo G' = (V', E') é um subgrafo de G = (V,E) se V' c Ve E' cE. Dadoum
conjunto V' ¢ V, o subgrafo de G induzido por V' é o grafo G' = (V', E'), onde

E'={(u,v)e E:u,veV'}.
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FIGURA B.3 (a) Um par de grafos isomoérficos. Os vértices do grafo superior sio mapeados para os vérti-
ces do grafo inferior por f(1) = u, f(2) = v, f(3) = w, f(4) = x,f(5) = y,f(6) = z. (b) Dois grafos que nio sio
isomarficos, pois o grafo superior tem um vértice de grau 4 e o grafo inferior nio tem

O subgrafo induzido pelo conjunto de vértices {1, 2, 3, 6} na Figura B.2(a) aparece na Figura
B.2(¢) e tem o conjunto de arestas {(1, 2), (2, 2), (6, 3)}.

Dado um grafo nio orientado G = (V, E), aversao orientada de G é o grafo orientado G' =
(V,E"), onde (u,v) € E' se e somente se («, v) € E. Ou seja, cadaaresta ndo orientada (¢, v) em G é
substituida na versao orientada pelas duas arestas orientadas («, v) e (v, ). Dado um grafo ori-
entado G = (V, E), aversdo ndo orientada de G é o grafo nio orientado ¢’ = (V, E'), onde (u,
v) € E' se e somente se u = v € (u, v) € E. Isto é, a versio nao orientada contém as arestas de G
“com suas orientacoes removidas” e com autoloops eliminados. (Como (¢, v) € (v, #) sao a mes-
ma aresta em um grafo nao orientado, a versio nao orientada de um grafo orientado a contém
somente uma vez, mesmo que o grafo orientado contenha ambas as arestas (4, v) e (v, #).) Em
um grafo orientado G = (V, E), um vizinho de um vértice u# é qualquer vértice que seja adjacente
a « na versio nao orientada de G. Ou seja, v é um vizinho de # se (¢, v) € Eou (v, #) € E. Emum
grafo nao orientado, u € v sio vizinhos se sio adjacentes.

Virios tipos de grafos recebem nomes especiais. Um grafo completo é¢ um grafo nao orien-
tado no qual todo par de vértices € adjacente. Um grafo bipartido ¢ um grafo nao orientado G | 4



= (V, E) em que V pode ser particionado em dois conjuntos V; e V, tais que (¢, v) € Eimplicaou u
eV, eveV,ouu e V,ev eV, Ouseja, todas as arestas ficam entre os dois conjuntos V, e V,. Um
grafo aciclico nido orientado é uma floresta, ¢ um grafo conectado aciclico nao orientado é uma
arvore (livre) (ver Se¢ao B.5). Com freqiiéncia, usaremos as primeiras letras de “grafo aciclico
orientado”, e chamaremos tal grafo um gao.

Ha duas variantes de grafos que vocé podera encontrar ocasionalmente. Um multigrafo é
semelhante a um grafo nio orientado, mas pode ter varias arestas entre vértices e também auto-
loops. Um bipergrafo é¢ semelhante a um grafo nio orientado, mas cada biperaresta, em lugar
de conectar dois vértices, conecta um subconjunto arbitririo de vértices. Muitos algoritmos es-
critos para grafos orientados e nao orientados comuns podem ser adaptados para funcionar
nessas estruturas semelhantes a grafos.

A contracgao de um grafo nao orientado G = (V, E) poruma arestae = (u, v) éum grafo G' =
(V,E"),onde V' = V—{u, v} U {x} e x é um novo vértice. O conjunto de arestas E' é formado a
partir de E pela eliminacio da aresta (, v) e, para cada vértice w incidente em # ou v, eliminan-
do-se o par dentre (#, w) e (v, w) que esteja em E e adicionando-se a nova aresta (x, w).

Exercicios

B.4-1

Os participantes de uma festa na faculdade apertam as maos para se cumprimentar, € cada pro-
fessor memoriza quantas vezes tem de apertar as maos de outras pessoas. No final da festa, o
chefe de departamento efetua a soma do nimero de vezes que cada professor teve de apertar as
maos de outros. Mostre que o resultado é par, provando o lema do cumprimento: se G = (V,E)
¢ um grafo ndo orientado, entio

> grau(v) = 2|E| .

veV

B.4-2

Mostre que, se um grafo orientado ou nao orientado contém um caminho entre dois vértices # e
v, entao ele contém um caminho simples entre «# e v. Mostre que, se um grafo orientado contém
um ciclo, entio ele contém um ciclo simples.

B.4-3
Mostre que qualquer grafo conectado nio orientado G = (V, E) satisfaz a |E| > |V| - 1.

B.4-4

Verifique se, em um grafo nio orientado, a relagao “é acessivel a partir de” é uma relagio de equi-
valéncia sobre os vértices do grafo. Qual das trés propriedades de uma relacao de equivaléncia é
valida em geral para arelagio “é acessivel a partir de” sobre os vértices de um grafo orientado?

B.4-5
Qual é a versao nao orientada do grafo orientado da Figura B.2(a)? Qual é a versdo orientada do
grafo nio orientado da Figura B.2(b)?

B.4-6 *

Mostre que um hipergrafo pode ser representado por um grafo bipartido, se permitimos que a
incidéncia no hipergrafo corresponda a adjacéncia no grafo bipartido. (Sugestdo: Faca um con-
junto de vértices no grafo bipartido corresponder a vértices do hipergrafo e faga o outro conjun-
to de vértices do grafo bipartido corresponder a hiperarestas.)

B.5 Arvores

Como ocorre no caso dos grafos, existem muitas nogdes de arvores relacionadas entre si, embo-

ra ligeiramente diferentes. Esta se¢ao apresenta definicoes e propriedades matematicas de va-

rios tipos de arvores. As Secoes 10.4 e 22.1 descrevem como as arvores podem ser representadas
856‘ na memoria de um computador.



B.5.1 Arvores livres

Como definimos na Se¢io B.4, uma drvore livre é um grafo aciclico nio orientado conectado.
Com freqiéncia, omitimos o adjetivo “livre” quando dizemos que um grafo é uma irvore. Se um
grafo nio orientado € aciclico mas possivelmente desconectado, ele é uma floresta. Muitos al-
goritmos que funcionam para drvores também funcionam para florestas. A Figura B.4(a) mostra
uma irvore livre e a Figura B.4(b) mostra uma floresta. A floresta da Figura B.4(b) ndo é uma ir-
vore porque nio é conectada. O grafo da Figura B.4(c) ndo é nem uma drvore nem uma floresta,
porque contém um ciclo.
O teorema a seguir engloba muitos fatos importantes sobre arvores livres.

Teorema B.2 (Propriedades de drvores livres)
Seja G = (V, E) um grafo nio orientado. As declaragbes a seguir sio equivalentes.

1. G é uma arvore livre.
2. Dois vértices quaisquer em G estio conectados por um caminho simples Unico.

3. G é conectado mas, se qualquer aresta for removida de E, o grafo resultante serd desco-
nectado.

4. G é conectado, e |E| = |V| - 1.
5. G € aciclico, e |E| = |V]| -1. -
6. G éaciclico mas, se qualquer aresta for adicionada a E, o grafo resultante conterd um ciclo.

Prova (1) = (2): Tendo em vista que uma arvore € conectada, dois vértices quaisquer em G
sao conectados por pelo menos um caminho simples. Sejam « e v vértices que estao conectados
por dois caminhos simples distintos p, € p,, como mostra a Figura B.5. Seja w o vértice no qual
os caminhos divergem pela primeira vez; isto €, w é o primeiro vértice em p, € p, Cujo sucessor
em p, é x e cujo sucessor em p, éy, onde x #y. Seja z o primeiro vértice no qual os caminhos vol-
tam a convergir; ou seja, z é o primeiro vértice seguinte a w em p, que também estd em p,. Sejap’
o subcaminho de p, a partir de w através de x até z, e seja p"’ o subcaminho de p, a partir de w
através de y até z. Os caminhos p’ e p"' ndo compartilham nenhum vértice, exceto seus pontos ex-
tremos. Portanto, o caminho obtido pela concatenag¢iao de p’ com o inverso de p'’ é um ciclo. Isso
contradiz nossa hipé6tese de que G é uma arvore. Desse modo, se G é uma irvore, pode haver no
miximo um caminho simples entre dois vértices.

ST

FIGURA B.4 (a) Uma drvore livre. (b) Uma floresta. (c) Um grafo que contém um ciclo e que, por essa ra-
z40, nio é uma irvore nem uma floresta

©)

(2) = (3): Se dois vértices quaisquer em G estio conectados por um caminho simples unico, en-
tao G é conectado. Seja (¢, v) qualquer aresta em E. Essa aresta é um caminho de « até v ¢, por-
tanto, deve ser o caminho Gnico de u# até v. Se removermos (u, v) de G, nio havera nenhum cami-
nho de u até v e, consequientemente, sua remogiao desconecta G.
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FIGURA B.5 Uma etapa na prova do Teorema B.2: se (1) G é uma irvore livre, entio (2) dois vértices quais-
quer em G estio conectados por um caminho simples tnico. Suponha para fins de contradi¢io que os vér-
tices # e v estejam conectados por dois caminhos simples distintos p, e p,. Esses caminhos divergem pri-
meiro no vértice w, e depois voltam a convergir primeiro no vértice z. O caminho p’ concatenado com o
inverso do caminho p” forma um ciclo, o que produz a contradigio

(3) = (4): Por hipétese, o grafo G é conectado e, pelo Exercicio B.4-3, temos |E| > |V| — 1. Prova-
remos |E| < |V| -1 por indug¢io. Um grafo conectado comn = 1 oun = 2 vértices tem 7 — 1 ares-
tas. Suponha que G tenha n > 3 vértices e que todos os grafos que satisfazem a (3) com menos de
n vértices também satisfazem a |E| < |V| - 1. A remogio de uma aresta arbitraria de G separa o
grafo em & > 2 componentes conectados (na realidade, £ = 2). Cada componente satisfaz a (3)
ou, do contrario, G nido satisfaria a (3). Assim, por indu¢ao, o nimero de arestas em todos os
componentes combinados é no miaximo |V| -k > |V| - 2. A adic¢do da aresta removida produz
|E| < V] -1.

(4) = (5): Suponha que G seja conectado e que |E| = | V| — 1. Devemos mostrar que G € aciclico.
Vamos supor que G tenha um ciclo contendo & vértices vy, v,, ..., v, €, sem perda de generalida-
de, suponha que esse ciclo seja simples. Seja G, = (V,, E;) o subgrafo de G que consiste no ciclo.
Observe que |V,| = |E,| = k.Sek < | V|, deve existir um vértice v, , ; € V-V, que seja adjacente
aalgum vértice v; € V,, pois G é conectado. Defina G, . ; = (V,, , 1, E + ;) como o subgrafo de G
comV, 1=V, U{v,, 1} ek, =E,U{v;v,,,}.0Observeque |v,, ;| = |E,.4|.Sek+1<n,
podemos continuar, definindo G, , , da mesma maneira, e assim por diante até obtermos G,, =
(V,,E,),onden = |V|,V, =Ve |E,| = |V,| = |V|.Como G, é um subgrafo de G, temos E,, c F e,
portanto, |E| > | V|, o que contradiz a hip6tese de que |E| = |V| - 1. Desse modo, G é aciclico.

(5) = (6): Suponha que G seja aciclico e que |E| = |V| - 1. Seja k 0 nimero de componentes co-
nectados de G. Cada componente conectado € uma arvore livre por defini¢ao e, como (1) impli-
ca (5), a soma de todas as arestas em todos os componentes conectados de G é |V| — k. Conse-
quentemente, devemos ter & = 1, e G € de fato uma arvore. Como (1) implica (2), dois vértices
quaisquer em G estdo conectados por um caminho simples Unico. Portanto, a adi¢ao de qual-
quer aresta a G cria um ciclo.

(6) = (1): Suponha que G seja aciclico mas que, se qualquer aresta for adicionada a E, seja criado
um ciclo. Devemos mostrar que G é conectado. Sejam « e v vértices arbitrarios em G. Se u# e v ain-
da nao forem adjacentes, a adi¢io da aresta (u, v) criard um ciclo no qual todas as arestas com ex-
cec¢do de (u, v) pertencerdo a G. Desse modo, existe um caminho de u até v e, como u e v foram
escolhidos arbitrariamente, G é conectado. n

B.5.2 Arvores enraizadas e ordenadas

Uma arvore enraizada é uma arvore livre na qual um dos vértices se distingue dos outros. O
vértice distinto é chamado raiz da irvore. Com freqiiéncia, faremos referéncia a um vértice de
uma arvore enraizada como um n6* da irvore. A Figura B.6(a) mostra uma drvore enraizada em
um conjunto de 12 nés com raiz 7.

# O termo “né” (ou “nodo”) é usado com freqliéncia na literatura sobre a teoria dos grafos como sinénimo de “vérti-
858 ce”. Reservaremos o termo “né” para indicar um vértice de uma arvore enraizada.



Considere um né x em uma arvore enraizada 7 com raiz r. Qualquer n6 y no caminho unico
de r ax é chamado ancestral de x. Se y é um ancestral de x, entdo x é um descendente de y.
(Todo né é ao mesmo tempo um ancestral e um descendente de si proprio.) Se y € um ancestral
de x e x #y, entdo y é um ancestral proprio de x, e x é um descendente proprio de y. A su-
barvore enraizada em x é a arvore induzida pelos descendentes de x, com raiz em x. Por
exemplo, a subdrvore enraizada no n6 8 na Figura B.6(a) contém os nds 8, 6,5 € 9.

Se a Gltima aresta no caminho da raiz » de uma arvore T até um no x € (y, x), entao y € o pai
dex, e x é umfilbo de y. A raiz é o inico né em T que nio tem pai. Se dois nés tém 0 mesmo pai,
eles sio érmaos. Um n6 sem filhos é um n6 externo ou folba. Um n6 que niao é uma folha é um
no interno.

profundidade 0 o

profundidade 3 o e e

profundidade 4 9

FIGURA B.6 Arvores enraizadas e ordenadas. (a) Uma drvore enraizada com altura 4. A drvore é dese-
nhada de um modo padrio: araiz (n6 7) estd na parte superior, seus filhos (os n6s com profundidade 1)
estao abaixo dela, os filhos dos filhos (n6s com profundidade 2) estdo abaixo deles e assim por diante.
Se a arvore é ordenada, a ordem relativa da esquerda para a direita dos filhos de um né € importante;
caso contririo, ela ndo é importante. (b) Outra drvore enraizada. Sendo uma 4rvore enraizada, ela é
idéntica a Arvore em (a) mas, como arvore ordenada € diferente, pois os filhos do n6 3 aparecem em
uma ordem distinta

O ntimero de filhos de um né x em uma 4rvore enraizada T'é chamado grau de x.> O compri-
mento do caminho desde a raiz r até um né x € a profundidade de x em T. A altura de um n6
em uma irvore é o nimero de arestas no caminho descendente simples mais longo desde o n6
até uma folha, e a altura de uma arvore é a altura de sua raiz. A altura de uma arvore também é
igual 2 maior profundidade de qualquer né na arvore.

Uma drvore ordenada é uma arvore enraizada na qual os filhos de cada n6 estio ordena-
dos. Isto é, se um né tem £ filhos, entio existe um primeiro filho, um segundo filho, ... e um
k-ésimo filho. As duas drvores da Figura B.6 sio diferentes quando consideradas drvores ordena-
das, mas sao idénticas quando sao consideradas apenas arvores enraizadas.

B.5.3 Arvores binarias e arvores posicionais

As drvores bindrias sio definidas de modo recursivo. Uma drvore bindria T é uma estrutura de-
finida em um conjunto finito de nés que

¢ nio contém nenhum no, ou

e ¢é formada por trés conjuntos disjuntos de nés: um né raéz, uma arvore bindria chamada
suasubdrvore da esquerda, e uma irvore binaria chamada sua subdrvore da direita.

% Observe que o grau de um né depende de T'ser considerada uma 4rvore enraizada ou uma 4rvore livre. O grau de um
vértice em uma arvore livre é, como em qualquer grafo nio orientado, o nimero de vértices adjacentes. Porém, em
uma drvore enraizada, o grau é o nimero de filhos — o pai de um né nao conta para definir seu grau. 859



A drvore binaria que ndo contém nenhum né é chamada drvore vazia ou drvore nula, al-
gumas vezes denotada por NIL. Se a subarvore da esquerda é nio vazia, sua raiz é chamada filbo
da esquerda da raiz da arvore inteira. Da mesma forma, a raiz de uma subirvore da direita nio
nula € o filbo da direita da raiz da irvore inteira. Se uma subdirvore é a drvore nula NIL, dize-
mos que o filho estd ausente ou faltando. A Figura B.7(a) mostra uma arvore bindria.

(@ )

FIGURA B.7 Arvores bindrias. (a) Uma drvore biniria desenhada de um modo padrio. O filho da esquerda
de um n6 € desenhado abaixo do né e 4 esquerda. O filho da direita é desenhado abaixo e a direita do né.
(b) Uma 4rvore bindria diferente da que estd em (a). Em (a), o filho da esquerda do né 7 é 5, e o filho da di-
reita estd ausente. Em (b), o filho da esquerda do né 7 estd ausente e o filho da direita é 5. Como arvores
ordenadas, essas drvores sio idénticas mas, como irvores bindrias, elas sio distintas. (c) A drvore biniria
em (a) representada pelos nés internos de uma drvore bindria completa: uma arvore ordenada na qual
cada né interno tem grau 2. As folhas na 4rvore sdo mostradas como quadrados

Uma arvore biniria nao € simplesmente uma drvore ordenada na qual cada né tem grau ma-
ximo 2. Por exemplo, em uma drvore bindria, se um né tem apenas um filho, a posi¢io do filho -
seja ele o filbo da esquerda ou o filho da direita — é importante. Em uma 4rvore ordenada,
nao hd distingao de um tnico filho como da esquerda ou da direita. A Figura B.7(b) mostra uma
arvore bindria que difere da drvore da Figura B.7(a) por causa da posi¢io de um nico né. Con-
tudo, considerando-se as arvores ordenadas, as duas drvores siao idénticas.

As informag6es de posicionamento em uma drvore bindria podem ser representadas pelos
nos internos de uma arvore ordenada, como mostra a Figura B.7(c). A idéia € substituir cada fi-
lho que falta na drvore bindria por um né que nio tem nenhum filho. Esses nds folhas estao dese-
nhados como quadrados na figura. A drvore resultante é uma drvore bindria completa: cada
né € ouuma folha ou tem grau exatamente igual a 2. Nao existe nenhum né de grau 1. Em conse-
quéncia disso, a ordem dos filhos de um né preserva as informagdes de posicio.

As informacodes de posicionamento que distinguem 4rvores bindrias de 4rvores ordenadas
podem ser estendidas a 4rvores com mais de 2 filhos por n6. Em uma drvore posicional, os fi-
lhos de um né sdo identificados com inteiros positivos distintos. O i-ésimo filho de um né6 é au-
sente se nenhum filho € identificado com o inteiro i. Uma drvore R-dria é uma drvore posicio-
nal na qual, para todo né, todos os filhos com rétulos maiores que & estio faltando. Desse modo,
uma arvore bindria € uma drvore k-dria com k = 2.

profundidade 0

profundidade 1
altura =3
profundidade 2

g6o| FIGURA B.8 Uma drvore bindria completa de altura 3 com 8 folhas e 7 nés internos



Uma drvore k-aria completa é uma irvore k-iria na qual todas as folhas tém a mesma pro-
fundidade e todos 0s nés internos tém grau k. A Figura B.8 mostra uma darvore binaria completa
de altura 3. Quantas folhas tem uma arvore k-aria completa de altura b? A raiz tem £ filhos a pro-
fundidade 1, cada um dos quais tem & filhos a profundidade 2 e assim por diante. Portanto, o nu-
mero de folhas 2 profundidade b é ¥”. Conseqiientemente, a altura de uma arvore k-iria comple-
tacom 7 folhas é log, 7. O nimero de nos internos de uma arvore k-iria completa de altura b é

h-1
1+k+ R+ ... +k”-1=2k"
i=0

zk"—l
k-1

pela equacio (A.5). Assim, uma drvore bindria completa tem 2? -1 nés internos.

Exercicios

B.5-1

Desenhe todas as drvores livres compostas pelos 3 vértices A, B € C. Trace todas as drvores enrai-
zadas com nés A, B e C, que t€m A como raiz. Desenhe todas as arvores ordenadas comnésA,Be
C que tém A como raiz. Trace todas as drvores bindrias com nés 4, B e € que té m A como raiz.

B.5-2
Seja G = (V, E) um grafo aciclico orientado no qual existe um vértice v, € Vtal que existe um cami-
nho unico de vy até todo vértice v € V. Prove que a versdo nio orientada de G forma uma drvore.

B.5-3
Mostre por indugio que o nimero de nds de grau 2 em qualquer arvore bindria nao vazia € uma
unidade menor que o namero de folhas.

B.5-4
Mostre por induc¢do que uma arvore bindria nao vazia com 7 nds tem altura pelo menos igual a
Lig .

B.5-5 x

O comprimento do caminbo interno de uma arvore biniria completa é a soma, considerada
sobre todos os nés internos da arvore, da profundidade de cada n6. Da mesma forma, o compri-
mento do caminho externo é a soma, considerada sobre todas as folhas da arvore, da profun-
didade de cada folha. Seja uma drvore bindria completa com # nés internos, comprimento de ca-
minho interno 7 e comprimento de caminho externo e. Prove que e = i + 2n.

B.5-6 x

Vamos associar um “peso” w(x) = 24 a cada folha x de profundidade d em uma arvore bindria 7.
Prove que Zx w(x) <1, onde a soma é considerada sobre todas as folhas x de T. (Isso € conheci-
do como desigualdade de Kraft.)

B.5-7 %
Mostre que toda arvore bindria com L folhas contém uma subirvore que tem entre L/3 e 2L/3 fo-
lhas, inclusive. '

Problemas

B-1 Coloracao de grafos

Uma k-coloracdao de um grafo nio orientado G = (V, E) é uma fun¢doc:V—> {0, 1, ..., k—1} tal
que c(u) #c(v) paratoda aresta (u, v) € E. Em outras palavras, os nameros 0, 1, ..., k— 1 represen-
tam as & cores, e vértices adjacentes devem ter cores diferentes. 81
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a. Mostre que qualquer drvore pode ter 2 cores.
b. Mostre que os itens seguintes sio equivalentes:
1. G é bipartido.
2. G pode ter duas cores.
3. G nido tem nenhum ciclo de comprimento impar.

c. Sejad ograumiximo de qualquer vértice em um grafo G. Prove que G pode ser colorido com
d + 1 cores.

d. Mostre que, se G tem O(|V]) arestas, entao G pode ser colorido com O(y/|V|) cores.

B-2 Grafos amistosos
Reformule cada uma das instrugdes a seguir como um teorema sobre grafos ndo orientados, e
depois prove-o. Suponha que esse cariter amistoso seja simétrico, mas nio reflexivo.

a. Em qualquer grupo de n > 2 pessoas, existem duas pessoas com 0 mesmo namero de amigos
no grupo.

b. Todo grupo de seis pessoas contém trés amigos matuos ou trés estranhos muatuos.

Qualquer grupo de pessoas pode ser particionado em dois subgrupos tais que pelo menos
metade dos amigos de cada pessoa pertence ao subgrupo do qual essa pessoa ndo é um
membro.

d. Setoda pessoa em um grupo é amiga de pelo menos metade das pessoas no grupo, entao o
grupo pode se sentar em torno de uma mesa de tal modo que toda pessoa fique sentada en-
tre dois amigos.

B-3 Bissecao de drvores

Muitos algoritmos de dividir e conquistar que operam sobre grafos exigem que o grafo seja divi-
dido em dois subgrafos de tamanho praticamente igual, que sio induzidos por uma parti¢cio dos
vértices. Este problema investiga a bissecdo de darvores formadas pela remoc¢ao de um pequeno
numero de arestas. Exigimos que, sempre que dois vértices terminarem na mesma subirvore de-
pois que as arestas forem removidas, eles estejam obrigatoriamente na mesma parti¢ao.

a. Mostre que, removendo uma unica aresta, podemos particionar os vértices de qualquer ar-
vore bindria de n vértices em dois conjuntos A e B tais que [A| <3n/4 e |B| <3n/4.

b. Mostre que a constante 3/4 na parte (a) é 6tima no pior caso, dando um exemplo de uma ar-
vore simples cuja particio balanceada de modo mais uniforme ap6s a remog¢ao de uma tinica
aresta tem |A| = 3n/4.

c. Mostre que, removendo no maximo O(Ig n) arestas, podemos particionar os vértices de qual-
quer drvore bindria de n vértices em dois conjuntos A e B tais que |A| =|n/2]e |B| =[n/2]1.

Notas do capitulo

G. Boole foi o pioneiro no desenvolvimento da légica simboélica e introduziu muitas das notagoes
basicas de conjuntos em um livro publicado em 1854. A moderna teoria dos conjuntos foi criada
por G. Cantor durante o periodo de 1874 a 1895. Cantor focalizou principalmente os conjuntos
de cardinalidade infinita. O termo “fungao” é atribuido a G. W. Leibnitz, que o usou para se referir
avarias espécies de férmulas matemadticas. Sua defini¢do limitada foi generalizada varias vezes. A
teoria dos grafos teve origem em 1736, quando L. Euler provou que era impossivel cruzar cada
uma das sete pontes da cidade de Konigsberg exatamente uma vez e retornar ao ponto de partida.

Um compéndio ttil com muitas definicoes e resultados da teoria dos grafo é o livro de Ha-
rary [138].
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Indice

Este indice usa as convengdes a seguir. Os niimeros estio em ordem alfabética como sio lidos; por exemplo, “2-3-4,
arvore” é indexado como se fosse “dois-trés-quatro, drvore”. Quando uma entrada se referir a um local que nio seja o
texto principal, o nimero da pagina serd seguido por uma identificacio: ex. para exercicio, pr. para problema, fig.
para figura e n. para nota de rodapé. Um ndmero de pégina identificado dessa maneira indica com freqiiéncia a primei-
ra pagina de um exercicio, um problema, uma figura ou uma nota de rodapé; essa niio é necessariamente a pagina na
qual a referéncia aparece de fato. Por exemplo, se “linear, pesquisa” fosse definida na pigina 6 em um exercicio que
comegasse na pdgina 5, a entrada de indice correspondente a expressio “pesquisa linear” seria “5 ex.”

a(n), 408

e-denso, grafo, 507 pr.
e-universal, fungio hash, 191 ex.
0, notagio, 37-38

0O, notagio, 44 fig., 35

O, notagio, 48 pr.

O, notagio, 48 pr.

, notagio, 38

Q, notagio, 34 fig., 35-36
p(n)-aproximacio, algoritmo, 1022
0, notagdo, 32-34, 34 fig.

0, notagio, 48 pr.

{ } (conjunto), 845

€ (pertence a conjunto), 845

¢ (ndo pertence a conjunto), 845
0 (conjunto vazio), 845

< (subconjunto), 845

< (subconjunto proprio), 845

: (tal que), 846

N (intersecao de conjuntos), 846
U (unido de conjuntos), 846

— (diferenca de conjuntos), 846

(cardinalidade de conjunto), 848
(comprimento de uma cadeia), 718
(valor de fluxo), 510

X
(produto cartesiano), 848
(produto cruzado), 934

@)
(codificacio padrio), 770
(seqiiéncia), 852

! (fatorial), 43

M (teto), 40

L (piso), 40

X (somatério), 835

[1 (produto), 838

—> (relagio de adjacéncia), 853

~» (relagio de acessibilidade), 854

A (AND), 500, 779

— (NOT), 779

v (OR), 500, 779

@ (operador de grupo), 682

® (operador de convolugio),
653-654

* (operador de fechamento), 771

| (relagio divide), 673

X (relagio nio divide), 673

= (equivalente, médulo #), 71, 1077
ex.

# (ndo equivalente, médulo n), 71

{a], (classe de equivaléncia, médulo #),
674

+, (adi¢iao, médulo n), 683

., (multiplicacio, médulo »), 683

(%) (simbolo de Legendre), 714 pr.

¢ (cadeia vazia), 716, 771

] (relagido prefixo), 718

[ (relagdo sufixo), 718

> _(relagdo acima), 744

> (simbolo de comentirio), 14

<, (relagdo de redutibilidade de tempo
polinomial), 776-777, 784 ex.

Z. (elementos de grupo multiplicativo,
modulo n), 684

Z, (elementos diferentes de zero de,
703-704

AA, irvore, 241
abeliano, grupo, 682
aberto, intervalo, 249
ABOVE, 745
absolutamente convergente, série, 836
absorcio, leis para conjuntos, 847
abstrato, problema, 768
aceitagao
por um algoritmo, 771
por uma automacio finita, 725
aceitacdo, estado, 725
aceitdvel, par de inteiros, 707-708
acessibilidade em um grafo, 854
acesso, espurio, 722
acesso aleatério, maquina, 16-17
versus redes de comparacao, 555
aciclico, grafo, 855
relacdo a matréides, 322 pr.
acima, relacio, 744
Ackermann, fung¢io, 715
add, instrucio, 16-17
adiantada, tarefa, 319
adicao
de inteiros binirios, 16 ex.
de matrizes, 574
de polinémios, 651
médulo 7 (+,), 683
adjacentes, vértices, 854
admissivel, aresta, 538
admissivel, rede, 538-540
agregado, fluxo, 625
agregados, analise, 325-328
para algoritmo de Dijkstra, 473
para busca de Graham, 754
para caminhos mais curtos em um
grafo, 468
para contadores binarios,
326-327

para estruturas de dados de
conjuntos disjuntos, 402, 403
ex., 406 ex.
para heaps de Fibonacci, 393 ex.
para operagdes de pilhas, 325-326
para pesquisa primeiro na extensio,
424-425
para pesquisa primeiro na
profundidade, 431
para tabelas dinimicas, 334-335
agrupamento, 193-194
Akra-Bazzi, método para resolver uma
recorréncia, 72
AKS, rede de ordenagio, 570
aleat6ria, amostragem, 124
aleatdria, permutacio, 81-83
uniforme, 74-75, 81
aleatéria, varidvel, 873-878
indicador, ver indicador, varidvel
aleatéria
aleatério, algoritmo, 75, 79-84
arredondamento aleatdrio, 830-831
e anilise probabilistica, 79-81
e entradas médias, 20
hash universal, 188-191
ordenagio de comparagio, 143-144
pr.
para inser¢io em uma irvore de
pesquisa biniria com chaves
iguais, 216 pr.
para o problema da contratagio, 80
para particionamento, 124, 128 ex.,
129 pr., 130-131 pr.
para permutagio de um arranjo,
81-83
para pesquisa em uma lista
compacta, 177 pr.
para satisfabilidade de MAX-3-CNF, 820
para selecdo, 149-152
pior caso, desempenho do, 124 ex.
Pollard, heuristica rho, 710-713, 713
ex.
quicksort, 124, 128 ex., 129 pr.,
130-131 pr.
teste de carater primo de
Miller-Rabin, 704-709
aleatdrio, arredondamento, 830-831
alfabeto, 725, 770
algoritmo, 3
como uma tecnologia, 8-9
corregio de, 4
origem da palavra, 31
tempo de execucdo de, 17



Alice, 697
ALLOCATE-NODE, 355
ALLOCATE-OBJECT, 172
alocacio de objetos, 171-172
alta, extremidade de um intervalo, 249
alterando
uma chave em um heap de Fibonacci,
396-397 pr.
variaveis no método de substituicao,
53
altura
de um heap, 104-105, 104-105 ex.
de um heap d-irio, 115 pr.
de um n6é em um heap, 104-105, 109
ex.
de um n6é em uma irvore, 859
de uma irvore, 859
de uma arvore B, 353-354
de uma drvore binomial, 367
de uma 4rvore de decisio, 134-135
de uma arvore vermelho-preto, 222
do preto, 222
exponencial, 213
altura, fun¢iio em algoritmos de
push-relabel, 531
altura balanceada, irvore, 237 pr.
amortizada, andlise, 324-344
andlise agregada, 325-328
método de contabilidade de, 328-329
método potencial de, 329-333
para algoritmo de Dijkstra, 473
para algoritmo de Knuth-Morris-Pratt,
733
para algoritmo genérico de
push-relabel, 536-537
para arvores de peso balanceado, 341
pr.
para busca de Graham, 754
para caminhos mais curtos em um
grafo, 468
para criagdo de dindmica de pesquisa
binéria, 341 pr.
para estruturas de dados de
conjuntos disjuntos, 402-403, 403
ex., 406 ex., 408-412, 413 ex.
para heaps de Fibonacci, 383-386,
389-390, 393, 399 ex.
para permutacio de reversio de bits,
340 pr.
para pesquisa primeiro na extensio,
424-425
para pesquisa primeiro na
profundidade, 431
para pilhas em armazenamento
secundirio, 363 pr.
para reestruturagio de arvores
vermelho-preto, 342-343 pr.
para tabelas dinimicas, 333-340
amortizado, custo
em andlise agregada, 325
no método de contabilidade, 328
no método potencial, 330
amostragem, 124
amostral, espaco, 868
ampliando caminho, 517-518, 549 pr.
ampliando estruturas de dados, 242-255
amplitude, drvore, 315, 445
gargalo, 457 pr.
verificagio de, 458
ver também minima, arvore de
amplitude
analise, irvore, 788

andlise de algoritmos, 16-21
ver também amortizada, andlise;
probabilistica, analise
ancestral, 859
menos comum, 415 pr.
AND, fungio (n), 501, 779
AND, porta, 779
ingulo polar, 743 ex.
aninhando caixas, 486 pr.
aniversdirio, paradoxo, 85-87
anti-simetria, 1076
ANY-SEGMENTS-INTERSECT, 746
aos pares, conjuntos disjuntos, 848
aos pares, independéncia, 870-871
aos pares, primos relativos, 676
APPROX-MIN-WEIGHT-VC, 821
APPROX-SUBSET-SUM, 825
APPROX-TSP-TOUR, 811
APPROX-VERTEX-COVER, 809
aproximacio
por minimos quadrados, 603-606
por somatoério de integrais, 842
aproximacao, algoritmo, 806-831
aleatéria, 819
para cobertura de vértices de peso
minimo, 820-822
para correspondéncia mixima, 829
pr.
para empacotamento de caixas, 828
pr.
para o problema da cobertura de
conjuntos ponderada, 828 pr.
para o problema da cobertura de
vértices, 807-810
para o problema da programacio de
maquinas paralelas, 829 pr.
para o problema da satisfabilidade de
MAX-CNF, 823 ex.
para o problema de cobertura de
conjunto, 815-819
para o problema do caixeiro-viajante,
810-815
para o problema do clique méximo,
828 pr.
para o problema do somatoério de
subconjuntos, 823-827
para o problema MAX-CUT, 823 ex.
para satisfabilidade de MAX-3-CNF,
819-820
aproximacio, esquema, 807
aproximacio, razio, 806
aproximacao de 1, algoritmo, 807
arbitragem, 486 pr.
arco, ver aresta
aresta, 853
admissivel, 538
arvore, 427, 429, 433-434
capacidade de, 510
critica, 524
cruzada, 433-434
de peso negativo, 461
dianteira, 433-434
inadmissivel, 538
luz, 447
ordenagio em pesquisa primeiro na
extensio, 442-443 pr.
ordenagio em pesquisa primeiro na
profundidade, 434
peso de, 420-421
ponte, 443 pr.
residual, 516
saturada, 531

segura, 446
traseira, 433-434
arestas, conectividade, 525 ex.
arestas, conjunto, 853
argumento de uma fungao, 852
aritmética, modular, 41, 683-687
aritmética, série, 836
aritmética com infinidades, 464-465
aritméticas, instrugoes, 16-17
armazenamento, gerenciamento, 103,
171-172, 173 ex., 185 ex.
armazenar, instrugio, 16-17
arranjo, 14
Monge, 71 pr.
arredondamento, 822
aleatério, 830-831
articulagio, ponto, 443 pr.
arvore, 857-861
altura de, 859
amplitude, ver amplitude minima,
arvore; amplitude, arvore
amplitude minima, ver amplitude
minima, arvore
andlise, 788
arvores AA, 242
arvores B, 349-364
AVL, 237-238 pr.
bindria, ver binaria, arvore
binomial, 366-368, 383
bisse¢io de, 862 pr.
bode expiatério, 241
caminhos mais curtos, 462, 482-484
de altura balanceada, 237-238 pr.
de pesquisa bindria 6tima, 285-291,
295
decisio, 134-135
didmetro de, 428 ex.
dinimica, 346
2-3, 241, 364
2-3-4, 353, 363 pr.
enraizada, 174-176, 858-859
fusido, 146, 346-347
heap, 103-116
intervalo, 249-254
k-vizinhos, 241
livre, 856, 857-858
obliqua, 241, 346
ordem estatistica, 242-247
percurso, ver irvore, percurso
percurso completo de, 812
peso balanceado, arvores, 241
pesquisa, ver pesquisa, Arvore
primeiro na extensio, 423, 427-428
primeiro na profundidade, 429
recursio, 27-28, 54-58
treap, 237-238 pr.
vermelho-preto, ver vermelho-preto,
drvore
arvore, aresta, 427, 429, 433-434
arvore, percurso, 205, 209 ex., 244-245,
812-813
arvore de pesquisa bindria,
propriedade, 205
versus propriedade de heap
minimo, 207 ex.
assinatura, 698-699
assintética, eficiéncia, 32
assintdtica, notagao, 32-40, 47-48 pr.
€ algoritmos de grafos, 417-418
e linearidade de somatérios, 836
assintoticamente maior, 39
assintoticamente menor, 39 899
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assintoticamente nio negativo, 33
assintoticamente positivo, 33
assintoticamente restrito, limite, 33
assintético inferior, limite, 35
assintotico superior, limite, 35
associativa, operacdo, 382
associativas, leis para conjuntos, 847
atrasada, tarefa, 319
atribuigdo
multipla, 14
satisfatoria, 780, 785-786
verdade, 780, 785-786
atributo de um objeto, 15
aumentando uma chave em um heap
mdaximo, 112-113
durea, razio, 45, 69 pr.
ausente, filho, 860
autenticagio, 203 pr.
autoloop, 853
automacio
de correspondéncia de cadeias,
726-730
finita, 725
auxiliar, fungio hash, 193
auxiliar, programa linear, 643
avaliagio de um polindémio, 30 pr., 653,
657 ex.
e suas derivadas, 669 pr.
em vérios pontos, 670 pr.
AVL, arvore, 237 pr.
AVL-INSERT, 237 pr.
axiomas, para probabilidade, 868

B, 4arvore, 350-364
altura de, 353-354
arvores 2-3-4, 353
chave minima de, 360 ex.
criando, 355
dividindo um né em, 356-358
eliminagio de, 360-363
grau minimo de, 353
inser¢io em, 356-360
no total em, 353
pesquisando, 355
propriedades de, 352-355
B’, 4rvore, 353
B*, arvore, 352
BAD-SET-COVER-INSTANCE, 819 ex.
BALANCE, 237 pr.
balanceada, arvore de pesquisa
arvores AA, 241
arvores AVL, 237 pr.
arvores B, 350-364
arvores de bode expiatdrio, 241
arvores de k vizinhos, 241
arvores de peso balanceado, 241, 341
pr.
arvores 2-3, 341, 364
arvores 2-3-4, 353, 363 pr.
arvores obliquas, 241, 346
arvores vermelho-preto, 220-241
treaps, 237 pr.
balde, 140
base, 280-281
base, fungao, 603
base a, pseudoprimo, 703-704
basica, solugio, 628
basica, solugio vidvel, 628
bdsica, variavel, 620
bisico, caso, 52
Batcher, rede de intercalagiao impar-par,
568 pr.

Bayes, teorema, 871-872
BELLMAN-FORD, 465
Bellman-Ford, algoritmo, 465-468
e fungdes objetivas, 479-480 ex.
no algoritmo de Johnson, 505-506
otimizacio de Yen para, 485 pr.
para caminhos mais curtos de todos
os pares, 490, 505-506
para resolver sistemas de restriches
de diferenca, 478
BELOW, 745
Bernoulli, experiéncia, 878
e bolas e caixas, 88-89
e seqiiéncias, 89-92
BFS, 423
BIASED-RANDOM, 75 ex.
biconectado, componente, 442 pr.
bijetora, fungio, 852
bindria, drvore, 859
completa, 860
nimero de tipos diferentes, 218 pr.
representagio de, 174
ver também pesquisa bindria, drvore
bindria, pesquisa, 28 ex.
com inser¢io ripida, 341 pr.
em arvores B de pesquisa, 360-361
ex.
em ordenacio por inser¢io, 28 ex.
bindria, relagio, 849
bindrio, algoritmo mdc, 714 pr.
bindrio, contador
analisado pelo método de
contabilidade, 329
analisado pelo método potencial,
331-332
analisado por andlise agregada,
327
de inversao de bits, 340 pr.
e heaps binomiais, 378 ex.
binario, heap, ver heap
binarios, c6digo de caracteres, 308
binomial, drvore, 366-368
nao ordenada, 383
binomial, coeficiente, 865-866
binomial, distribuicio, 879-882
e bolas e caixas, 88
finais de, 883-889
valor maximo de, 882 ex.
binomial, expansio, 864-865
binomial, heap, 365-380
chave minima de, 370
criando, 370
diminuindo uma chave em, 377
e contador binério e adicio binaria,
378 ex.
eliminacido de, 377
em algoritmo de arvore de amplitude
minima, 379-380 pr.
extraindo a chave minima de, 376
inser¢io em, 375
propriedades de, 368
tempos de execucdo de operacoes
sobre, 366 fig.
unificando, 371-376
BINOMIAL-HEAP-DECREASE-KEY, 377
BINOMIAL-HEAP-DELETE, 377
BINOMIAL-HEAP-EXTRACT-MIN, 375
BINOMIAL-HEAP-INSERT, 375
BINOMIAL-HEAP-MERGE, 372
BINOMIAL-HEAP-MINIMUM, 371
BINOMIAL-HEAP-UNION, 371
BINOMIAL-LINK, 371

bipartida, correspondéncia, 396-397,
525-529
Hopcroft-Karp, algoritmo para,
549-550 pr.
bipartido, grafo, 856
d-regular, 529 ex.
e hipergrafos, 856 ex.
fluxo em rede correspondente de,
526
bisbilhotando, 343
biscoito a ser mantido fora do cesto,
511
bissec¢io de uma drvore, 862 pr.
bit, operagio, 673
no algoritmo de Euclides, 714 pr.
bitdnica, rede de ordenagio, 561-564
bitdnica, seqiiéncia, 561
e caminhos mais curtos, 488 pr.
biténico, percurso, 291 pr.
BITONIC-SORTER, 563
BIT-REVERSE-COPY, 667
BIT-REVERSED-INCREMENT, 340 pr.
bits, vetor, 180 ex.
Bob, 697
bode expiatério, arvore, 241
bolas e caixas, 88-89, 889 pr.
bom sujeito, 428 ex.
Boole, desigualdade, 793 ex.
booleana, férmula, 764, 776 ex.,
785-786, 791 ex.
booleana, fungio, 866 ex.
booleana, multiplicacdo de matrizes
e fechamento transitivo, 600 ex.
booleano, circuito combinacional, 780
booleano, conectivo, 785-786
booleano, elemento combinacional,
779
borboleta, operagio, 664-665
vka, algoritmo, 458
brago, 350
branco, vértice, 422, 429
B-TREE-CREATE, 355
B-TREE-DELETE, 360
B-TREE-INSERT, 357-358
B-TREE-INSERT-NONFULL, 359
B-TREE-SEARCH, 355, 360-361 ex.
B-TREE-SPLIT-CHILD, 356-357
BUBBLESORT, 29 pr.
bucket sort, 140-143
BUCKET-SORT, 140
BUILD-MAX-HEAP, 107
BUILD-MAX-HEAP’, 115 pr.
BUILD-MIN-HEAP, 109

cabega, em uma unidade de disco, 350
cache, 16-17
cache, sem memoria, 364
cadeia, 717, 864
cadeia de matrizes, multiplicagio,
266-272
cadeia de uma envoltéria convexa,
754-755
cadeias, correspondéncia, 717-737
algoritmo de Knuth-Morris-Pratt,
730-736
algoritmo de Rabin-Karp, 721-725
algoritmo simples, 720-721
baseada em fatores de repetigio,
736 pr.
com caracteres de intervalos, 720
ex., 730 ex.
por autdématos finitos, 725-730



caixa, aninhamento, 486 pr.
caixas, empacotamento, 828 pr.
camadas
convexas, 760 pr.
maximas, 760 pr.
caminho, 854
ampliando, 517-518, 549-550 pr.
critico, 470
hamiltoniano, 776 ex.
localizagido, 404
mais curto, ver mais curtos, caminhos
mais longo, 274, 763
peso de, 459
caminho, cobertura, 546 pr.
caminho, compactagio, 404
caminho branco, teorema, 433
caminho externo, comprimento, 861 ex.
caminho hamiltoniano, problema, 802
ex.
caminho total, comprimento, 217-218
pr.
caminhos mais curtos, 459-508
algoritmo de Bellman-Ford, 465-468
algoritmo de Dijkstra, 470-475
algoritmo de escalonamento de
Gabow, 486 pr.
algoritmo de Floyd-Warshall,
497-500
algoritmo de Johnson, 503-506
arvore de, 462, 482-484
com arestas de peso negativo, 461
com caminhos bitonicos, 488 pr.
como um programa linear, 623-624
de destino Gnico, 460
de par nico, 273-274, 460
de tnica origem, 460-489
e caminhos mais longos, 763
e ciclos de peso negativo, 460-461
€ pesquisa primeiro na extensio,
424-427, 460
e relaxacio, 463-465
e restri¢oes de diferenga, 475-480
em grafos g-densos, 507 pr.
em um grafo aciclico orientado,
468-470
em um grafo nio ponderado,
273-274, 425
em um grafo ponderado, 459
estimativa de, 463
limite superior, propriedade de, 464,
480-481
nenhum caminho, propriedade de,
465, 481
por elevacio ao quadrado repetida,
494-496
por multiplicagio de matrizes,
492-497
propriedade de convergéncia de,
464, 481
relaxacio de caminho, propriedade
de, 465, 481-482
subestrutura 6tima de, 460-461
subgrafo de predecessor,
propriedade de, 465, 484
todos os pares, 460, 490-508
tridngulos, desigualdade de, 464,
480-481
variantes de problemas, 460
campo de um objeto, 15
campo numérico, peneira, 716
cancelamento, lema, 659
cancelamento de fluxo, 511

capacidade
de um corte, 518
de uma aresta, 510
residual, 515, 517-518
capacidade, restri¢io, 510
caracteres, codigo, 308
cardter primo, testes, 702-709, 715
cariter pseudoprimo, testes, 704
teste de Miller-Rabin, 704-709
cardinalidade de um conjunto (| |), 848
carga, fator
de uma tabela dinimica, 333-334
de uma tabela hash, 183
carga, instrugio, 16-177
carimbo de tempo, 429, 485 ex.
Carmichael, namero, 704, 709 ex.
cartesiana, soma, 657 ex.
cartesiano, produto (X), 848
CASCADING-CUT, 392
cascata, corte, 392
caso médio, tempo de execucio, 20
catalies, nimeros, 218-219 pr., 267
certificado
em um sistema de criptografia, 701
para algoritmos de verificagio, 774
certo, evento, 868
CHAINED-HASH-DELETE, 183
CHAINED-HASH-INSERT, 182
CHAINED-HASH-SEARCH, 182
chamada
de uma sub-rotina, 16, 17 n.
por valor, 15
chapelaria, problema, 79 ex.
chave, 11, 99, 111-112, 159
estatica, 198
mediana, de um né de arvore B, 356
publica, 697, 699
secreta, 697, 699
chave publica, sistema de criptografia,
697
chinés, teorema do resto, 691-693
ciclica, rotagio, 736 ex.
ciclico, grupo, 694
ciclo de um grafo, 854-855
de peso negativo, ver peso negativo,
ciclo
e caminhos mais curtos, 462
hamiltoniano, 764, 773
peso médio minimo, 487 pr.
ciclo hamiltoniano, problema, 773,
795-799
cilindro, 350
cinza, vértice, 422, 429
circuito
combinacional booleano, 780
para transformagio ripida de
Fourier, 667
circuito, satisfabilidade, 779-784
CIRCUIT-SAT, 781
circular, lista duplamente ligada com
uma sentinela, 168
circular, lista ligada, 166
ver também ligada, lista
classe
complexidade, 771-772
equivaléncia, 849
classifica¢io de arestas
em pesquisa primeiro na extensio,
442 pr.
em pesquisa primeiro na
profundidade, 433-434, 435 ex.
clausula, 788

clique, 791
CLIQUE, 791
clique, problema, 791-794
algoritmo de aproximagio para, 828
pr.
CNF (forma normal conjuntiva), 764,
768
CNEF, satisfabilidade, 823 ex.
cobertura
caminho, 547 pr.
por um subconjunto, 815
vértice, 794, 807-808, 820-823
cobertura de conjunto, problema,
815-818
ponderado, 828 pr.
cobertura de vértices, problema
algoritmo de aproximagio para,
807-810
cariter NP-completo de, 794-795
codificagao de instincias de problemas,
768-770
codigo, 308
Huffman, 308-314
co-dominio, 851
coeficiente
binomial, 865
de um polinémio, 41, 651
em forma relaxada, 621
coeficiente, representagio, 653
e multiplicagio rapida, 655-657
co-fator, 577
coincidente, vértice, 525-526
colecionador de cupons, problema, 89
colinearidade, 739
colisao, 181
resolugio por encadeamento,
182-185
resolucio por enderecamento
aberto, 192-198
colocagio entre parénteses de um
produto de cadeia de matrizes, 266
coloragio de grafo, problema, 804 pr.
colorindo, 804 pr., 861 pr.
coluna, ordem, 576
coluna, vetor, 572
com inversao de bits, contador binario,
340 pr.
combinagio, 1864-865
combinacional, circuito, 780
combinacional, elemento, 779
comentirio em pseudocédigo (>), 14
compacta, lista, 177 pr.
COMPACTIFY-LIST, 173 ex.
COMPACT-LIST-SEARCH, 177 pr.
COMPACT-LIST-SEARCH’, 178 pr.
comparagio, ordenagio, 133
aleatéria, 144 pr.
€ 4rvores de pesquisa bindria, 206 ex.
e heaps intercaldveis, 390-391 ex.
e selegdo, 154
comparacio, rede, 555-559
comparador, 556
compardveis, segmentos de linhas, 744
compativeis, atividades, 297
compativeis, matrizes, 266-267, 574
complementar, relaxacio 648 pr.
complemento
de um conjunto, 647
de um evento, 869
de um grafo, 794-795
de uma linguagem, 771
de Schur, 591, 602
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complemento de Schur, lema, 602
completa, drvore k-aria, 861
ver também heap
completeza de uma linguagem, 784 ex.
completo, grafo, 856
complexa, raiz de unidade, 658
interpolagio de, 663
complexidade, classe, 771-772
co-NP, 775
NP, 764, 775
NPC, 764, 778
P, 764, 768
complexidade, medida, 771-772
componente
biconectado, 442 pr.
conectado, 855
fortemente conectado, 855
componente, grafo, 439
comprimento
de um caminho, 854
de uma cadeia, 718, 864
de uma espinha, 237-238 pr.
de uma seqiiéncia, 852
comprimento de caminho, de uma
arvore, 218 pr., 861 ex.
comprimento fixo, cédigo, 308
comprimento variavel, codigo, 308
computacional, geometria, 738-762
computacional, problema, 3-4
COMPUTE-PREFIX-FUNCTION, 733
COMPUTE-TRANSITION-FUNCTION,
730
comum, divisor, 674-675
miximo, ver maximo divisor comum
comum, moeda, 869
comum, subexpressio, 664-665
comum, subseqiiéncia, 281
mais longa, 281-285, 295
comum multiplo, 681 ex.
comutativas, leis para conjuntos, 846
comutatividade sob um operador, 682
concatenagio
de cadeias, 718
de linguagens, 771
conclusio, tempo, 321 pr., 829 pr.
concreto, problema, 768
condicional, independéncia, 873 ex.
condicional, probabilidade, 871
conectado, componente, 1855
identificado com o uso de estruturas
de dados de conjuntos disjuntos,
399
identificado com o uso de pesquisa
primeiro na profundidade, 436 ex.
conectado, grafo, 855
conectivo, 785-786
configuragio, 782
conjugada, transposigio, 600 ex.
conjunctive normal form (CNF), ver
forma normal conjuntiva
conjunta, fungio de densidade de
probabilidades, 874
conjuntiva, forma normal, ver forma
normal conjuntiva
conjunto ({ }), 845-849
convexo, 514 ex.
independente, 803 pr.
conjunto vazio, leis, 846
conjuntos disjuntos, estrutura de dados
de, 398-416
analise de, 408-412, 413 ex.
caso especial de tempo linear de, 416

determinagio em profundidade, 413
pr.
em ancestrais minimos comuns
off-line, 415 pr.
em minimo off-line, 413 pr.
em programacio de tarefas, 322 pr.
implementacio de floresta de
conjuntos disjuntos, 403-406
implementagio de lista ligada de,
400-403
no logaritmo de Kruskal, 451
conjuntos disjuntos, floresta de, 403-406
andlise de, 408-412, 413 ex.
propriedades de ordem de, 408, 413
ex.
ver também conjuntos disjuntos,
estrutura de dados de
CONNECTED-COMPONENTS, 399-400
co-NP, 775
conservagao do fluxo, 510
consisténcia de literais, 792
consolidando uma lista raiz de um heap
de Fibonacci, 386-387
CONSOLIDATE, 387
construida aleatoriamente, irvore de
pesquisa binaria, 213-216, 217-218
pr.
consulta, 160
contabilidade, método, 328-329
para contadores binarios, 329
para operagoes de pilha, 328-329,
329 ex.
para tabelas dinimicas, 335
contador, ver binario, contador
contagem, 863-868
probabilistica, 95 pr.
contagem, ordenagio, 135-137
em radix sort, 172
contavelmente infinito, conjunto, 848
contém em um caminho, 854
continua, distribui¢io uniforme de
probabilidades, 870
contragiao
- de um grafo nio orientado por uma
aresta, 856
de um matréide, 317
de uma tabela dinamica, 336-338
contratagiao, problema, 73-74
anilise probabilistica de, 78-79
on-line, 93-95
controle, instrugdes, 16-17
convergéncia, propriedade, 465, 481-482
convergente, série, 836
convexa, combinacio de pontos, 739
convexa, envoltoria, 749-756, 761 pr.
convexa, funcio, 876
convexas, camadas, 760 pr.
convexo, conjunto, 514 ex.
convexo, poligono, 742 ex.
convolugio (®), 653
convolugio, teorema, 663
copia, instrugio, 16-17
cor de um né de drvore vermelho-preto,
220
corda, 247 ex.
corregao de um algoritmo, 4
correspondéncia
bipartida ponderada, 396-397
de cadeias, 717-737
de maximo, 829 pr.
¢ fluxo miximo, 525-529
mdxima, 809, 829 pr.

correspondéncia de cadeias, autébmato,
726-730, 730 ex.

corte
de um fluxo em rede, 517-520
de um grafo nio orientado, 447
em cascata, 391
peso de, 823 ex.

COUNTING-SORT, 135-136

co-vertical, 745

crédito, 328

criptografia, sistema, 697-702

critica, aresta, 524

critico, caminho, 470

cruzada, aresta, 433-434

cruzado, produto (X), 739

cruzando um corte, 446-447

cubica, curva, 607 pr.

curto-circuito, operador, 15

curva, 607 pr.

curva eliptica, método de fatoragio,
716

curvas, ajuste, 603-606

custo minimo, arvore de amplitude, ver
minima, drvore de amplitude

custo minimo, fluxo, 779-780

custo minimo, fluxo de varias
mercadorias, 781 ex.

CUT, 391

dados, estrutura, 6, 159-255, 345-416

ampliagio de, 242-255

irvores 2-3, 241, 364

drvores 2-3-4, 353, 363 pr.

drvores AA, 241

arvores AVL, 237-238 pr.

arvores B, 350-364

arvores de bode expiatério, 241

arvores de fusio, 146, 346

arvores de intervalos, 249-254

arvores de k vizinhos, 241

arvores de ordem estatistica,
242-247

drvores de peso balanceado, 241

arvores de pesquisa bindria, 204-219

arvores de pesquisa exponencial,
146, 347

arvores dinimicas, 346

arvores enraizadas, 174-176

arvores obliquas, 241, 346

irvores vermelho-preto, 220-241

bits, vetores, 180 ex.

conjuntos dinimicos, 159-160

deques, 166 ex.

dicionarios, 159

filas, 163-166

filas de prioridades, 111-114

heaps, 103-116

heaps 2-3-4, 379 pr.

heaps binomiais, 365-380

heaps de Fibonacci, 381-397

heaps relaxados, 397

listas de saltos, 241

listas ligadas, 166-170

no armazenamento secundario,
349-351

para conjuntos disjuntos, 398-416

para grafos dinimicos, 347

persistente, 236 pr., 346

pilhas, 163-164

potencial de, 330

raiz de 4rvores, 217 pr.

tabelas de enderego direto, 180



tabelas hash, 181-185
treaps, 238 pr.
van Emde Boas, 346
DAG-SHORTEST-PATHS, 468
d-ario, heap, 115 pr.
em algoritmos de caminhos mais
curtos, 507 pr.
decisio, drvore, 134-135
principio zero-um para, 561 ex.
decisio, problema, 765, 767-768
e problemas de otimizagio, 765
decisdo por um algoritmo, 771
DECREASE-KEY, 111-112, 365
DECREMENT, 327 ex.
definida como positiva, matriz, 377
degeneracio, 636
deixando um vértice, 853
deixando varidvel, 629
DELETE, 160, 365
DELETE-LARGER-HALF, 333 ex.
demanda, paginagio, 16-17
DeMorgan, leis, 847
densidade de nameros primos, 702-703
densidade de probabilidades, fungio,
874
denso, grafo, 419
g-denso, 507 pr.
dependéncia
e indicadores de varidveis aleatorias,
77
linear, 576
ver também independéncia
depdsito, 421 ex., 510, 512
deque, 166 ex.
DEQUELUE, 165
derivada de série, 837
desalocagao de objetos, 171-172
descarga de um vértice de
transbordamento, 539-540
descendente, 858
descoberto, vértice, 422, 429
descritor, 112, 366, 382
desigualdade, restricao, 616-617
e restri¢goes de igualdade, 618
desigualdade linear, 612
desigualdade linear, problema de
viabilidade, 648-649 pr.
deslocamento, instrugio, 16-17
deslocamento em correspondéncia de
cadeias, 717
desmembrando
arvores 2-3-4, 363 pr.
nés de arvores B, 356-357
destino, 1013
destino, vértice, 460
destino \inico, caminhos mais curtos,
460
desvio, instrucoes, 16-17
desvio condicional, instrugio, 16-17
desvio padrio, 877
det, ver determinante
determinagio da profundidade,
problema, 519 pr.
determinante, 577
e multiplicagio de matrizes, 600 ex.
deterministica, 79-80
DETERMINISTIC-SEARCH, 95 pr.
DFS, 429-430
DFS-VISIT, 430
DFT (Discrete Fourier Transform), 660
diagonal, matriz, 572
decomposicao de LUP de, 596 ex.

didmetro de uma arvore, 428 ex.
dianteira, aresta, 433-434
diciondrio, 159
diferenga, equacio, ver recorréncia
diferenga, restrigoes, 475-480
diferenga de conjuntos (-), 846
simétrica, 549-550 pr.
diferenciagio de séries, 837
digital, assinatura, 698
digrafo, ver orientado, grafo
DIKSTRA, 470
Dijkstra, algoritmo, 470-475
com pesos de arestas inteiros,
474-475 ex.
implementado com um heap de
Fibonacci, 473-474
implementado com um heap
minimo, 473-474
no algoritmo de Johnson, 504-506
para caminhos mais curtos de todos
os pares, 490, 504-506
semelhanga com a pesquisa primeiro
na extensio, 473, 474, 474 ex.
semelhanga com o algoritmo de Prim,
452, 473-474
diminuindo uma chave
em heaps binomiais, 376-377
em heaps de Fibonacci, 390-393
em heaps 2-3-4, 379 pr.
dinimica, irvore, 346
dinimica, tabela, 333-340
analisada por anilise agregada,
334-335
analisada por método de
contabilidade, 335
analisada por método potencial,
335-336, 338-339
fator de carga de, 333-334
dinimico, conjunto, 159-161
ver também estrutura de dados
dindmico, grafo, 399 n.
algoritmo de arvore de amplitude
minima, 455 ex.
estruturas de dados para, 347
fechamento transitivo de, 507 pr.
DIRECT-ADDRESS-DELETE, 180
DIRECT-ADDRESS-INSERT, 180
DIRECT-ADDRESS-SEARCH, 180
DIRECTION, 741
direita, conversio, 225 ex.
direita, espinha, 237-238 pr.
direita, filho da, 860
direita, rotagao, 223
direita, subarvore da, 860
direta, substituicio, 588
direto, enderecamento, 180-181
direto, raio horizontal, 743-744 ex.
DISCHARGE, 539-540
disco, 350
disco, 749 ex.
ver também secunddrio,
armazenamento
discreta, varidvel aleat6ria, 873-878
discreto, logaritmo, 694
disjuntiva, forma normal, 789
disjuntos, conjuntos, 847
DISK-READ, 351
DISK-WRITE, 351
dispositivo, 795
distancia
de um caminho mais curto, 424
edicio, 291 pr.

euclidiana, 756-757
L, 760 ex.
Manhattan, 156 pr., 760 ex.
distribui¢io
binomial, 879-882
de entradas, 74-75, 79-80
de envoltdria esparsa, 762 pr.
de nimeros primos, 703
geométrica, 872
probabilidades, 868-869
distribuigio de probabilidades, fungio,
143 ex.
distributivas, leis para conjuntos, 847
divergente, série, 836
divide, instrucio, 16-17
divide, relagio (|), 673
dividir e conquistar, método, 21-25
anilise de, 25
e arvores de recursio, 54
para algoritmo de Strassen, 579-585
para conversio de binario em
decimal, 677 ex.
para Fast Fourier Transform,
661-663
para inversio de matrizes, 598-600
para localizar a envoltdria convexa,
749-750
para localizar o par de pontos mais
préximos, 757-759
para multiplicagio, 668 pr.
para ordenacio por intercalagio,
21-28
para pesquisa bindria, 28 ex.
para quicksort, 117-132
para selecdo, 149-155
relagao com a programacio
dinidmica, 259
resolvendo recorréncias para, 50-72
divisao, método, 186-187
divisio em duas partes iguais, lema, 659
divisdo teorema, 674
divisor, 673-674
comum, 674
ver também maiximo divisor comum
DNA, 281, 291-292 pr.
DNF (disjunctive normal form), 789
ver também disjuntiva, forma
normal
2-3, drvore, 241, 364
2-3-4, arvore, 353
e arvores vermelho-preto, 354-355
ex.
desmembrando, 363 pr.
juncio, 363 pr.
2-3-4, heap, 379 pr.
2-CNF, satisfabilidade, 791 ex.
e satisfabilidade de 3-CNF, 764
2-CNF-SAT, 791-792 ex.
domina, relagao, 760 pr.
dominio, 851
d-regular, grafo, 529 ex.
dualidade, 638-642
fraca, 638
duas passagens, método, 405
duplamente ligada, lista, 166
ver também ligada, lista
duplo, hash, 194-195, 197 ex.
duplo linear, programa, 658

e (and), em pseudocédigo, 15
e, 42
E[ ] (valor esperado), 875



edicdo, distincia, 292 pr.
Edmonds-Karp, algoritmo, 521-525
eixo, 350
elementar, evento, 868
elemento de um conjunto (€), 845
elemento miaximo de um conjunto
parcialmente ordenado, 850
elevagiao ao quadrado, repetida
para caminhos mais curtos de todos
os pares, 494-496
para elevar um nimero a uma
poténcia, 696
eliminagao
de arvores B, 360-363
de arvores de intervalos, 251
de arvores de ordem estatistica, 246
de drvores de pesquisa bindria,
211-212
de arvores vermelho-preto, 231-236
de filas, 164
de heaps, 114 ex.
de heaps 2-3-4, 379 pr.
de heaps binomiais, 376-377
de heaps de Fibonacci, 393, 396 pr.
de listas ligadas, 168
de pilhas, 163
de status de linhas de varredura, 745
de tabelas dindmicas, 338
de tabelas hash de enderego aberto,
192-193
de tabelas hash encadeadas, 183
else, em pseudocddigo, 14
em grau, 854
em ordem, percurso de arvore, 205,
209-210 ex., 244-245
empurrio, operagio (em algoritmos de
push-relabel), 531
empurrao sobre uma pilha de tempo de
execugio, 130-131 pr.
encadeamento
de arvores binomiais, 366-367
de raizes de heap de Fibonacci, 386
encadeando, 182-184, 202 pr.
enderecamento, aberto, ver aberto,
enderecamento
endereco aberto, tabela hash, 192-198
duplo, hash, 194-195, 197-198 ex.
linear, sondagem, 193
quadritica, prova, 193-194, 202 pr.
enderego direto, tabela, 179-181
enraizada, arvore, 858
representagio de, 174-176
entrada
distribuicdo de, 74, 79-80
para um algoritmo, 3
para um circuito combinacional, 780
para uma porta logica, 779
tamanho da, 17
entrada, alfabeto, 725
entrada, fio, 556
entrada, sequiéncia, 556
entropia, fungio, 866
entropia bindria, fungio, 866
envoltéria convexa, 749-756, 762 pr.
envoltdria esparsa, distribuicio, 762 pr.
equagiao ‘
€ notagio assintética, 36-37
normal, 605
recorréncia, ver recorréncia
equivaléncia, classe, 849
médulo n ([a],), 674
904‘ equivaléncia, modular, 41, 851 ex.

equivaléncia, relagio, 849-850
e equivaléncia modular (=), 851 ex.
equivalentes, programas lineares,
617-618
escalar, multiplo, 574
escalar, produto de fluxo, 514 ex.
escalonamento
em caminhos mais curtos de uma
unica origem, 486 pr.
em fluxo maximo, 548 pr.
escape, problema, 547 pr.
escolha [J" | 864865
esparso, grafo, 419
espelhamento, 660 n.
esperado, tempo de execugio, 20
esperado, valor, 875-876
de uma distribui¢io binomial, 880
de uma distribui¢io geométrica, 878
de um indicador de varidvel aleat6ria,
76
espinha, 237-238 pr.
espurio, acesso, 722
esquerda, espinha, 237-238 pr.
esquerda, filho, 860
esquerda, rotagio, 223
esquerda, subirvore, 860
essencial, termo, 582
essencialidade, teorema, 528
estabilidade
numeérica, 571, 587, 608-609
de algoritmos de ordenagio, 137, 140
ex.
estado de um autémato finito, 725
estado final, fungio, 726
estitico, conjunto de chaves, 198
estatico, grafo, 399 n.
estrelado, poligono, 756 ex.
estritamente crescente, 40
estritamente decrescente, 40
estrutura de blocos em pseudocddigo,
14
estrutura de parénteses de pesquisa
primeiro na profundidade, 431
EUCLID, 679
Euclides, algoritmo, 679-682, 714 pr.
euclidiana, distincia, 756
euclidiana, norma, 575
euclidiano bitdnico, problema do
caixeiro-viajante, 291-292 pr.
Euler, fungio phi, 685
Euler, teorema, 694, 709 ex.
Euler, viagem, 763
e ciclos hamiltonianos, 763
evento, 868
evento, ponto, 745
evidéncia do cariter composto de um
namero, 704-705
EXACT-SUBSET-SUM, 824
excesso, fluxo, 529-530
exclusio e inclusio, 849 ex.
exclusiva, fatoragao de inteiros, 676
execugio, tempo, 17
caso médio, 20
melhor caso, 20 ex., 36
de uma rede de comparacio, 57
esperado, 20
de um algoritmo de grafo, 417-418
ordem de crescimento, 20
taxa de crescimento, 20
pior caso, 20, 36
executar uma sub-rotina, 17 n.
expansiao de uma tabela dinimica, 334

expectativa, ver esperado, valor
experi€ncia, Bernoulli, 878
experiéncia, divisio, 703
explorado, vértice, 731
exponenciagio

modular, 696
exponenciagio, instrucio, 16-17
exponencial, altura, 213
exponencial, drvore de pesquisa, 146,

347
exponencial, fungio, 41-42
exponencial, série, 837
EXTENDED-EUCLID, 681
EXTEND-SHORTEST-PATHS, 493
extensio de um conjunto, 315
exterior de um poligono, 743 ex.
externo, no, 859
externo, produto, 575
extraciao

de uma pilha em tempo de

execucao, 130-131 pr.

operagio de pilha, 164
EXTRACT-MAX, 112
EXTRACT-MIN, 112, 365
extraindo a chave maxima

de heaps d-arios, 115 pr.

de heaps maximos, 112
extraindo a chave minima

de heaps binomiais, 375-376

de heaps de Fibonacci, 385-390

de heaps 2-3-4, 379 pr.

de quadros de Young, 115 pr.
extremidade baixa de um intervalo, 249

falha em uma experiéncia de Bernoulli,
878
fan-out, 780
Farkas, lema, 649 pr.
FASTER-ALL-PAIRS-SHORTEST-PATHS,
496, 496 ex.
FASTEST-WAY, 264
fator, 674
giro, 662
fator de desvio, em arvores B, 651-652
fator de repeticao de uma cadeia, 737
pr.
fatoragio, 896-901, 716
Gnica, 676
fatorial, funcgio (), 43-44
fechado, intervalo, 249
fechado, semi-anel, 508
fechamento
de uma linguagem, 771
operador (*), 771
propriedade de grupo, 682
transitivo, ver transitivo, fechamento
Fermat, teorema, 694
FFT (Fast Fourier Transform), ver
transformagao ripida de Fourier
(FFT)
FIB-HEAP-CHANGE-KEY, 397 pr.
FIB-HEAP-DECREASE-KEY, 390-391
FIB-HEAP-DELETE, 393
FIB-HEAP-EXTRACT-MIN, 386
FIB-HEAP-INSERT, 384
FIB-HEAP-LINK, 387
FIB-HEAP-PRUNE, 397 pr.
FIB-HEAP-UNION, 385-386
Fibonacci, heap, 381-397
alterando uma chave em, 397 pr.
chave minima de, 385
criando, 384



diminuindo uma chave em, 391-393
eliminagio de, 393, 396 pr.
extraindo a chave minima de,
386-390
funcao potencial para, 383
grau maximo de, 383, 394-396
inser¢ao em, 384-385
no algoritmo de Dijkstra, 473-474
no algoritmo de Johnson, 506
no algoritmo de Prim, 454
podando, 397 pr.
tempos de execugio de operagoes
sobre, 366 fig.
unificando, 385-386
Fibonacci, nimeros, 45, 69 pr., 394-395
computacio de, 714 pr.
FIFO (“first in, first out”, primeiro a
entrar, primeiro a sair), 163
ver também fila
fita, 163-165
em algoritmos de push-relabel, 546 ex.
em pesquisa primeiro na extensio, 423
implementagio de lista ligada de, 169
ex.
implementada por pilhas, 166 ex.
prioridades. ver prioridades, fila
filha, 858-859, 860
filho da esquerda, representagio de
irmio da direita, 173-174, 176 ex.
final
de uma distribui¢io binomial,
883-889
de uma fila, 164-165
de uma lista ligada, 166
final, recursio, 130-131 pr., 301
FIND-DEPTH, 413 pr.
FIND-SET, 399
implementacio de, com floresta de
conjuntos disjuntos, 405, 416
implementacio de, com lista ligada,
400
finita, seqiiéncia, 852
FINITE-AUTOMATON-MATCHER,
727-728
finito, autbmato, 725
para correspondéncia de cadeias,
726-730
finito, conjunto, 847-848
finito, grupo, 682
fio, 556, 780
floresta, 856, 857
de conjuntos disjuntos, 403-406
primeiro na profundidade, 429
FLOYD-WARSHALL, 498
FLOYD-WARSHALL’, 502 ex.
Floyd-Warshall, algoritmo, 497-500, 501
ex.
fluxo, 510-514
agregado, 625
bloqueio, 550-551
de valor inteiro, 527
€xcesso, 529
liquido total, 510-511
positivo total, 510-511
soma, 514 ex.
valor de, 510
fluxo, conservagio, 51
fluxo, rede, 510-515
com capacidades negativas, 549 pr
correspondendo a um grafo
bipartido, 526
corte de, 518-520

fluxo de bloqueio, 550
fluxo maximo, corte minimo, teorema,
520
folha, 859
for
e loops invariantes, 13 n.
em pseudocédigo, 14
FORD-FULKERSON, 520-521
Ford-Fulkerson, método, 515-526
FORD-FULKERSON-METHOD, 515
forma canodnica para programacio de
tarefas, 319
forma normal conjuntiva, 764, 788
forma normal disjuntiva, ver disjuntiva,
forma normal
formal, série de poténcias, 69 pr.
fortemente conectado, componente, 85
decomposigio em, 438-441
fortemente conectado, grafo, 855
fraca, dualidade, 638
FREE-OBJECT, 172
freqiiéncia, dominio, 651
fungio, 1077-1080
convexa, 876
de Ackermann, 415
de base, 603
linear, 19, 612
objetivo, ver objetivo, funcio
prefixo, 728-732
quadratica, 19
sufixo, 726
transi¢ao, 725
fungio sufixo, desigualdade, 728
fungao sufixo, lema de recursio, 728
funcional, iteracio, 44
fundo de uma pilha, 163
fusio, irvore, 146

Gabow, algoritmo de escalonamento
para caminhos mais curtos de Gnica
origem, 486 pr.

grafo, ver orientado, grafo aciclico

gargalo, arvore de amplitude, 457 pr.

gargalo, problema do caixeiro-viajante,
1033 ex.

gaussiana, eliminagio, 590

GENERIC-MST, 446

GENERIC-PUSH-RELABEL, 533

geométrica, distribuigio, 878
e bolas e caixas, 88

geométrica, série, 837

gerador
de um subgrupo, 686

geral, peneira de campo numérico, 716

gerando fungio, 69 pr.

giro, fator, 662

global, varidvel, 14

Goldberg, algoritmo, ver push-relabel,
algoritmo

grade, 547 pr.

grafico, matréide, 314, 458

grafo, 853-856
algoritmos para, 417-551
caminho mais curto em, 425
complemento de, 794-795
componente, 439-440
denso, 419
dinimico, 499 n.
g-denso, 507 pr.
esparso, 419
estatico, 399 n.
hamiltoniano, 773

intervalo, 303 ex.
matriz de incidéncia de, 322 pr., 422
ex.
nao hamiltoniano, 773
pesquisa primeiro na extensio de,
442-428
pesquisa primeiro na profundidade
de, 429-436
ponderado, 420-421
por lista de adjacéncia,
representacio de, 420
por matriz de adjacéncia,
representacio de, 420-421
unicamente conectado, 436 ex.
viagem de, 798
ver também orientado, grafo
aciclico; orientado, grafo; fluxo,
rede; nio orientado, grafo;
arvore
GRAFT, 413 pr.
Graham, varredura, 750-754
GRAHAM-SCAN, 750
GRAPH-ISOMORPHISM, 775 ex.
grau
de um né, 859
de um polinémio, 41
de um vértice, 854
de uma raiz de arvore binomial,
366-367
miximo, de um heap de Fibonacci,
383, 390 ex., 394-396
minimo, de uma arvore B, 353
grau, limite, 651
greedoid, 322-323
GREEDY, 316-317
GREEDY-ACTIVITY-SELECTOR, 302-303
GREEDY-SET-COVER, 816
grupo, 682-687
ciclico, 694
grupo aditivo, médulo #, 6383
grupo multiplicativo, médulo 7, 684
gulosa, propriedade de escolha,
304-305
de codigos de Huffman, 310-312
de um matréide ponderado, 317
guloso, algoritmo, 296-323
algoritmo de Dijkstra, 470-475
algoritmo de Kruskal, 470-452
algoritmo de Prim, 452-454
comparagio com programagciao
dinimica, 273-274, 280-281 ex.,
299-300, 304, 305-306
e matréides, 314-318
elementos de, 303-307
em um matréide ponderado,
316-318
para arvore de amplitude minima,
445
para cédigo de Huffman, 308-314
para o problema da cobertura de
conjunto ponderado, 828 pr.
para o problema da cobertura de
conjuntos, 815-818
para problema da mochila
fraciondria, 305-306
para programacao de tarefas,
319-321, 321 pr., 322 pr.
para selecio de atividade, 297-303
para troca de moeda, 321 pr.
propriedade de escolha gulosa em,
304-305
subestrutura 6tima em, 305 905



HALF-CLEANER, 562
Hall, teorema, 529-530 ex.
HAM-CYCLE, 774
hamiltoniano, caminho, 776 ex.
hamiltoniano, ciclo, 764, 773-774
hamiltoniano, grafo, 773-774
HAM-PATH, 776 ex.
handshake, lema, 856 ex.
harménica, série, 837
harménico, nimero, 837
hash, 179-203
duplo, 194-195, 197 ex.
encadeamento, 182-184, 202 pr.
enderecamento aberto, 192-198
k-universal, 203 pr.
perfeito, 198-201
universal, 188-191
hash, fung¢io, 181, 185-192
auxiliar, 193
divisio, método, 186-187
g-universal, 191 ex.
multiplicagio, método, 187
resistente a colisdes, 701
universal, 188-191
hash, tabela, 181-185
dinimica, 339 ex.
secunddria, 198
ver também hash
hash, valor, 181
HASH-DELETE, 197 ex.
HASH-INSERT, 192, 197 ex.
HASH-SEARCH, 193, 197 ex.
heap, 103-116
altura de, 104-105
analisado pelo método potencial, 333
ex.
aumentando uma chave em,
112-113
binomial, ver binomial, heap
chave maxima de, 112
como armazenamento do lixo
coletado, 103
como uma fila de prioridades,
111-114
construindo, 107-109, 115 pr.
d-irio, 115 pr., 507 pr.
2-3-4, 379 pr.
e treaps, 238 pr.
extraindo a chave maxima de, 112
Fibonacci, ver heap de Fibonacci
heap maximo, 104
heap minimo, 104-105
inserciao em, 113
intercalivel, ver intercalivel, heap
no algoritmo de Dijkstra, 473-474
no algoritmo de Huffman, 310
no algoritmo de Johnson, 506
no algoritmo de Prim, 454
para implementar um heap
intercaldvel, 365
relaxado, 397
tempos de execugio de operacoes
sobre, 366 fig.
heap, propriedade, 104
manutengio de, 105-107
versus drvore de pesquisa bindria,
propriedade, 207 ex.
heap maximo, propriedade, 104
manutengio de, 105-107
heap minimo, ordenado, 368
heap minimo, propriedade, 104, 368
manutengao de, 107 ex.

versus propriedade de arvore de
pesquisa bindria, 207 ex.
HEAP-DECREASE-KEY, 114 ex.
HEAP-DELETE, 114 ex.
HEAP-EXTRACT-MAX, 112
HEAP-EXTRACT-MIN, 113 ex.
HEAP-INCREASE-KEY, 113
HEAP-MAXIMUM, 112
HEAP-MAXIMUM, 113 ex.
heapsort, 103-116
HEAPSORT, 110
hereditarios, familia de subconjuntos,
314
hermitiana, matriz, 600 ex.
hiperaresta, 856
hipergrafo, 856
e grafos bipartidos, 856 ex.
HIRE-ASSISTANT, 73-74
HOARE-PARTITION, 129 pr.
HOPCROFT-KARP, 549-550 pr.
Hopcroft-Karp, algoritmo de
correspondéncia bipartida, 549-550
pr.
hora de término, em selecio de
atividade, 297
hora de término, na pesquisa primeiro
em profundidade, 429
e componentes fortemente
conectado, 440
horizontal, raio, 506 ex.
Horner, regra, 30 pr., 653
no algoritmo de Rabin-Karp, 721
HUFFMAN, 310
Huffman, codigo, 308-314

idempoténcia, leis para conjuntos, 846
identidade, 682
identidade, matriz, 572-573
if, em pseudocédigo, 14
igualdade
de conjuntos, 845
de fungdes, 852
linear, 612
igualdade, restri¢do, 479 ex., 616-617
e restricoes de desigualdade, 618
rigida, 627
violagao de, 627
imagem, 852
impar-par, rede de intercalagio, 568 pr.
impar-par, rede de ordenagio, 568 pr.
inadmissivel, aresta, 538
incidéncia, 853
incidéncia, matriz
de um grafo nio orientado, 322 pr.
de um grafo orientado, 322 pr., 422
ex.
e restri¢oes de diferenga, 477
inclinada, simetriz, 510
inclusdo e exclusio, 848 ex.
incondicional, instrugio de desvio, 16-17
INCREASE-KEY, 111-112
INCREMENT, 326
incremental, método de projeto, 20
para localizar a envoltéria convexa,
749-750
independéncia
de eventos, 870, 873 ex.
de subproblemas em programacao
dindmica, 275-276
de varidveis aleatérias, 874
independente, conjunto, 803 pr.
de tarefas, 320

independente, familia de subconjuntos,
314
indicador, varidvel aleatdria, 76-79
em anilise da altura esperada de
uma arvore de pesquisa bindria
construida aleatoriamente,
213-215
em andlise de insercio em um treap,
237 pr.
em andlise de selecao aleatéria,
150-152, 152 ex.
em andlise de seqliéncias, 91-92
em anilise do paradoxo do
aniversario, 87-88
na andlise da bucket sort, 141-143
na andlise de hash, 184
na analise de hash universal,
188-189
na andlise de quicksort, 127-128,
129 pr.
na andlise do problema de
contratacao, 78-79
na limitacao do final direito da
distribui¢io binomial, 887
no algoritmo de aproximacao para
satisfabilidade de MAX-3-CNF,
820
indice de um elemento de Z,, 694
induzido, subgrafo, 855
inferior, matriz triangular, 573
inferior, mediana, 147
inferiores, limites
e fungdes potenciais, 343
para cobertura de vértices de peso
minimo, 822
para envoltdria convexa, 756 ex.
para intercalacio, 145 pr.
para localizagao da mediana,
156-157
para ordenagio, 133-136
para ordenag¢iao média, 145 pr.
para tamanho de cobertura 6tima de
vértices, 809
para tamanho de uma rede de
intercalagio, 566 ex.
infinidade, aritmética com, 464-465
infinita, seqiiéncia, 852
infinita, soma, 835
infinito, conjunto, 847-848
inicial, estado, 725
inicial, submatriz, 601
inicio
de uma fila, 164-165
de uma lista ligada, 166
inicio, hora, 297
INITIALIZE-PREFLOW, 532
INITIALIZE-SIMPLEX, 631, 644
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE, 463
injetora, fungio, 852
INORDER-TREE-WALK, 205-206
insercio
em drvores B, 356-359
em arvores de intervalos, 251
em arvores de ordem estatistica, 246
em arvores de pesquisa bindria,
210-311
em arvores vermelho-preto, 226-230
em filas, 164
em heaps, 113
em heaps 2-3-4, 379 pr.
em heaps binomiais, 375
em heaps d-drios, 115 pr.



em heaps de Fibonacci, 384-385
em listas ligadas, 167-168
em pilhas, 163
em quadros de Young, 115 pr.
em status de linhas de varredura, 745
em tabelas de endereco direto, 180
em tabelas dinimicas, 334-335
em tabelas hash de endereco aberto,
192-193
em tabelas hash encadeadas, 1873
insercao, ordenacio, 8, 11-14, 18-19
irvore de decisdo para, 134 fig.
comparagao com a ordenagio por
intercalagdo, 9 ex.
compara¢io com quicksort, 123 ex.
em bucket sort, 140-143
em ordenagio por intercalagio, 28
pr.
em quicksort, 128 ex.
usando pesquisa bindria, 28 ex.
inserindo séries, 837-838
inserindo soma, 838
INSERT, 111, 160, 333 ex., 365
INSERTION-SORT, 13, 18
instincia
de um problema, 3
de um problema abstrato, 765, 768
instru¢oes do modelo de RAM, 16
integracio de séries, 837
integral para aproximacio de
somatorios, 842
inteiro, tipo de dados, 16-17
inteiros (Z), 845
intercalacio
de dois arranjos ordenados, 21
de & listas ordenadas, 114 ex.
limites inferiores para, 145 pr.
usando uma rede de comparacio,
564-565
intercalagio, ordenagio por, 8, 21-38
comparag¢io com ordenagio por
insercao, 9 ex.
rede de ordenagcio, implementacio
de, 566-568
uso de ordenacio por inser¢io em,
28 pr.
intercalagio, rede, 564-565
impar-par, 568 pr.
intercalivel, heap, 345, 365
e ordenagdes por comparagio, 391
ex.
heaps 2-3-4, 379 pr.
lista ligada, implementagio de, 176
pr.
relaxados, heaps, 397
tempos de execugio de operagoes
sobre, 366 fig.
ver também binomial, heap;
Fibonacci, heap
intercalavel, heap maximo, 176 n., 345
n., 365 n.
interceptagio, 740
interior de um poligono, 743 ex.
intermedidrio, vértice, 497
interno, comprimento de caminho, 861
ex.
interno, né, 859
interno, produto, 575
interpolagio por uma curva cabica, 607
pr.
interse¢io
de conjuntos (M), 846

de cordas, 247 ex.
de linguagens, 770
determinando, para dois segmentos
de linhas, 740-742
determinando, para um conjunto de
segmentos de linhas, 743-749
INTERVAL-DELETE, 250
INTERVAL-INSERT, 250
intervalo, 852
intervalo, 249
ordenacio nebulosa de, 131 pr.
intervalo, arvore, 249-254
intervalo, cariter, 720 ex., 730 ex.
intervalo, heuristica, 546 ex.
intervalo, tricotomia, 250
intervalos, problema de coloragio grafo
de, 303 ex.
INTERVAL-SEARCH, 250, 251-252
INTERVAL-SEARCH-EXACTLY, 254 ex.
intratabilidade, 763
introduzindo um vértice, 853
introduzindo varidvel, 629
invilido, deslocamento, 717
inversa, substitui¢cao, 588
inversdo de bits, permutagio, 340 pr.,
666
inversio em uma sequiéncia, 30 pr.,
79-80 ex.
inverso
de uma fungio bijetora, 852
de uma matriz, 575, 578 ex.
de uma matriz a partir de uma
decomposicio de LUP, 597-598
em um grupo, 683
multiplicativo, médulo n, 690
inverso multiplicativo, médulo 7, 690
inversor, 779
invertivel, matriz, 575
invidvel, programa linear, 617
invidvel, solugio, 617
irmio, 859
isolado, vértice, 854
isomoérficos, grafos, 855
isomorfismo de subgrafo, problema, 805
ex.
iteracio de fungiao de prefixo, lema, 734
ITERATIVE-FFT, 666
ITERATIVE-TREE-SEARCH, 207-208

Jarvis, marcha, 754-755
Jensen, desigualdade, 876
JOHNSON, 505-506
Johnson, algoritmo, 503-506
Josephus, permutacio, 255 pr.
juncio

de arvores 2-3-4, 363 pr.

de arvores vermelho-preto, 237 pr.

k-aria, irvore, 860

Karmarkar, algoritmo, 616, 650

Karp, algoritmo do ciclo de peso médio
minimo, 487 pr.

k-cadeia, 864

k-CNF, 764

k-coloragio, 804 pr., 861 pr.

k-combinagio, 864

k-conjuntiva, forma normal, 764

k-ésima, poténcia, 677 ex.

Kleene, estrela (¥), 771

KMP, algoritmo, 731-736

KMP-MATCHER, 733

Knuth-Morris-Pratt, algoritmo, 731-736

k-ordenado, 145 pr.
k-permutagio, 864

Kraft, desigualdade, 861 ex.
Kruskal, algoritmo, 450-452
k-subcadeia, 864
k-subconjunto, 847-848
k-universal, hash, 203 pr.
k-vizinhos, drvore, 239-240

lado de um poligono, 742 ex.
Lagrange, formula, 654
Lagrange, teorema, 686
Lamé, teorema, 680
LCA, 415 pr.
LCS, ver subseqiéncia comum mais
longa
LCS-LENGTH, 283
LEFT, 104
LEFT-ROTATE, 224, 253 ex.
Legendre, simbolo (%), 714 pr.
leve, aresta, 447
lexicogrifica, ordenagao, 217 pr.
lexicograficamente menor que, 217 pr.
Ig (logaritmo binario), 42
Ig lg (composigio de logaritmos), 42
Ig* (fungio logaritmo repetido), 44-45
1g* (exponenciacio de logaritmos), 42
liberacao, hora, 321 pr.
liberagao de objetos, 171-172
LIFO (“last in, first out”, Gltimo a
entrar, primeiro a sair), 163
ver também pilha
ligada, lista, 166-170
compacta, 173 ex., 177 pr.
eliminagio de, 167-168
inser¢io em, 167
lista de vizinhos, 539-540
para implementar conjuntos
disjuntos, 400-403
pesquisando, 167, 191 ex.
limitando um somatério, 838-844
limite
assintoticamente restrito, 33
assintético inferior, 35
assintético superior, 34
em coeficientes binomiais, 865-806
em distribuicbes binomiais, 881
nas extremidades de uma
distribui¢io binomial, 883-889
polilogaritmico, 43
limite, condicio, 51-52
limite de um poligono, 742 ex.
limite superior, propriedade, 465, 481
limpa, seqiiéncia, 562
linear, dependéncia, 576
linear, desigualdade, 612
linear, fungio, 19, 612
linear, igualdade, 612
linear, independéncia, 576
linear, ordem, 851
linear, pesquisa, 16 ex.
linear, programacio, 610-650
algoritmo de Karmarkar para, 616,
649
algoritmo simplex para, 626-638
algoritmos para, 615-616
aplicagoes de, 615
dualidade em, 638-643
e caminho mais curto de par \nico,
623
e caminhos mais curtos de Gnica
origem, 475-480
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e fluxo de custo minimo, 624-625
e fluxo de varias mercadorias,
625-626
e fluxo de virias mercadorias de
custo minimo, 626 ex.
e fluxo maximo, 623
encontrando uma solugio inicial
para, 643-647
forma padrio para, 616-619
forma relaxada para, 619-621
métodos de pontos interiores para,
615, 650
teorema fundamental da, 647
ver também inteiros, problema de
programacao linear; 0-1,
probiema de programacio de
inteiros
linear, restrigio, 612
linear, sondagem, 193
lineares, equacoes
resolvendo, modulares, 688-690
resolvendo sistemas de, 585-597

resolvendo sistemas tridiagonais de,

607 pr.
linearidade de expectativa, 875
linearidade de somatérios, 836
linguagem, 770
completeza de, 787 ex.

provando o cariter NP-completo de,

785-786
verificagio de, 774
linha, segmento, 739
descobrindo a mudanga de diregio
de, 740

descobrindo se dois se interceptam,

740-742
descobrindo se quaisquer se
interceptam, 743-749
linha, vetor, 572
linha de montagem, programagio,
260-265
linha de varredura, status, 745-746
linhas, ordem, 576
LINK, 405
liquido, fluxo através de um corte, 518
lista, ver ligada, lista
lista de adjacéncia, representagao, 420

lista fitha em um heap de Fibonacci, 382

LIST-DELETE, 167-168
LIST-DELETE’, 167-168
LIST-INSERT, 167-168
LIST-INSERT’, 168-169
LIST-SEARCH, 167
LIST-SEARCH’, 168-169
literal, 788

livre, arvore, 856, 857-858
livre, lista, 172

lixo, coleta, 103, 171
L,,-distincia, 760 ex.

ln (logaritmo natural), 42
local, varidvel, 14
localizagio, caminho, 404

localizagido da agéncia postal, problema,

155-156 pr.
logaritmo, fungio (log), 42-43

discreta, 694

repetida (Ig*), 44-45
logaritmo discreto, teorema, 694
Iégica, porta, 779
LONGEST-PATH, 772 ex.
LONGEST-PATH-LENGTH, 772 ex.
LOOKUP-CHAIN, 279

loop, invariante, 13
e loops for, 12 n.
e término, 13
inicializacdo de, 13
manutencio de, 13
origem de, 31
para algoritmo de Prim, 454
para algoritmo simplex, 632
para aumentar uma chave em um
heap, 114 ex.
para autdématos de correspondéncia
de cadeias, 727-728, 729
para consolidar a lista de raizes na
extra¢io do né minimo de um
heap de Fibonacci, 387
para constru¢io de um heap, 108-109
para determinar a ordem de um
elemento em uma drvore de
ordem estatistica, 244
para exponenciagio modular,
696-697
para heapsort, 110 ex.
para inser¢io em drvore
vermelho-preto, 227-228
para intercalagio, 23
para o algoritmo de Dijkstra, 472
para o algoritmo de Rabin-Karp, 724
para o algoritmo de relabel-to-front,
543
para o algoritmo genérico de arvore
de amplitude minima, 446
para o algoritmo genérico de
push-relabel, 534
para ordenagio por insergao, 13-14
para particionamento, 118
para permutagio aleatéria de um
arranjo, 82-83
para pesquisa em uma irvore de
intervalos, 252
para pesquisa primeiro na extensio,
424-425
para regra de Horner, 30 pr.
para unificagio de heaps binomiais,
378 ex.
loops, construgbes em pseudocddigo, 14
LU, decomposic¢io, 590-593
LU-DECOMPOSITION, 592
LUP, decomposicio, 587
computagio de, 592-596
de uma matriz de permutagio, 595
ex.
de uma matriz diagonal, 595 ex.
¢ multiplica¢io de matrizes, 600 ex.
em inversio de matrizes, 597-598
uso de, 587-590
LUP-DECOMPOSITION, 595
LUP-SOLVE, 589

mais longa, subseqiiéncia comum,
281-285, 295
mais longo, caminho simples, 763
em um grafo nio-ponderado, 274
mais longo, problema do ciclo simples,
802 ex.
MAKE-BINOMIAL-HEAP, 370
MAKE-HEAP, 365
MAKE-SET, 398
floresta de conjuntos disjuntos,
implementagio de, 405
lista ligada, implementagio de,
400-401
MAKE-TREE, 414 pr.

Manhattan, distincia, 156 pr., 760 ex.
mio Gnica, fungao hash, 701
marcado, né, 383, 391
Markov, desigualdade, 877-878 ex.
matric, matréide, 314
MATRIX-CHAIN-MULTIPLY, 271
MATRIX-CHAIN-ORDER, 270
MATRIX-MULTIPLY, 266, 494
matriz, 571-579
adjacéncia, 421
hermitiana, 600 ex.
incidéncia, 322 pr., 422 ex.
ordenando as entradas de, 568 ex.
predecessora, 491
pseudo-inversa de, 605
simétrica definida como positiva,
601-603
Toeplitz, 669 pr.
transposicio conjugada de, 600 ex.
transposigao de, 421, 572
ver também matrizes, inversio;
matrizes, multiplicagao
matriz de adjacéncia, representagio,
421
matrizes, inversao, 597-600
matrizes, multiplicacio
booleana, 600 ex.
e cilculo do determinante, 600 ex.
e decomposic¢io de LUP, 600 ex.
¢ inversio de matrizes, 598-599
Pan, método, 585 ex.
para caminhos mais curtos de todos
os pares, 491-497
Strassen, algoritmo, 579-586
matréide, 314-318, 322 pr., 458
mau sujeito, 428 ex.
MAX-3-CNF, satisfabilidade, 820
MAX-CNF, satisfabilidade, 823 ex.
MAX-CUT, problema, 823 ex.
MAX-FLOW-BY-SCALING, 548 pr.
MAX-HEAPIFY, 105-106
MAX-HEAP-INSERT, 113
construindo um heap com, 114 pr.
maxima, correspondéncia, 809, 829 pr.
mixima, correspondéncia bipartida,
526-529, 537 ex.
algoritmo de Hopcroft-Karp para,
549 pr.
miximas, camadas, 760 pr.
maximizagio, programa linear, 612
e programas lineares de
minimizagio, 617
maximo, 147
de uma distribuigio binomial, 882
ex.
em arvores de ordem estatistica, 248
ex.
em drvores de pesquisa bindria, 208
em 4arvores vermelho-preto, 222-223
em heaps, 112
localizando, 148
maximo, correspondéncia de, 829 pr.
mdximo, fluxo, 509-551
algoritmo de Edmonds-Karp para,
523-525
algoritmo de relabel-to-front,
538-546
algoritmos de push-relabel para,
529-546
atualizando, 548 pr.
com capacidades negativas, 548-549

pr.



como um programa linear, 623
e correspondéncia bipartida maxima,
526-529
escalonamento, algoritmo, 548 pr.
Ford-Fulkerson, método, 515-526
maximo, grau em um heap de Fibonacci,
384, 390 ex., 394-396
miximo, heap, 104
aumentando uma chave em, 112-113
chave mixima de, 112
como uma fila de prioridade maxima,
111-114
construindo, 107-109
eliminagio de, 115 ex.
em heapsort, 109-112
extraindo a chave maxima de, 112
inser¢ao em, 113
intercalavel, ver intercalavel, heap
miximo
mdximo, ponto, 760 pr.
maximo divisor comum (mdc), 675
calculado por algoritmo binario de
mdc, 713 pr.
calculado por algoritmo de Euclides,
677-682
com mais de dois argumentos, 681
ex.
teorema de recursio para, 678
MAXIMUM, 111, 160
MAYBE-MST-A, 457 pr.
MAYBE-MST-B, 457 pr.
MAYBE-MST-C, 458 pr.
mdc, 674-675, 677 ex.
ver também miximo divisor comum
mediana, 147-157
de listas ordenadas, 155 ex.
ponderada, 155 pr.
mediana, chave de um n6 de arvore B,
356
mediana de 3, método, 130-131 pr.
médio, peso de um ciclo, 487 pr.
médio, ver esperado, valor
meio aberto, intervalo, 249
melhor caso, tempo de execugio, 20 ex.,
36
membro de um conjunto (&), 845
MEMOIZED-MATRIX-CHAIN, 279
memoéria, 349
memoria, hierarquia, 16-17
memorizagio, 278-280
menor ancestral comum, 415 pr.
menor de uma matriz, 577
mercadoria, 625
MERGE, 22
MERGE-LISTS, 824
MERGER, 565
MERGE-SORT, 24-25
arvore de recursio para, 280 ex.
mestre, método para resolver uma
recorréncia, 59-61
mestre, teorema, 59
prova de, 61-68
metade 3-CNF, satisfabilidade, 803 ex.
MILLER-RABIN, 706
Miller-Rabin, teste de carater primo,
704-709
MIN-GAP, 254 ex.
MIN-HEAPIFY, 107 ex.
MIN-HEAP-INSERT, 114 ¢x.
minima, arvore de amplitude, 445-458
algoritmo genérico, 446-450
algoritmo de Boruvka para, 458

construida com o uso de heaps
binomiais, 379 pr.
em algoritmo de aproximagio para
problema do caixeiro-viajante,
811
em grafos dinamicos, 455 ex.
Kruskal, algoritmo, 450-452
Prim, algoritmo, 452-454
relagio com matréides, 314, 315-316
segundo melthor, 455 pr.
minima, chave em heaps 2-3-4, 379 pr.
minima, cobertura de caminho, 546 pr.
minimiza¢io, programa linear, 612
e programas lineares de
maximizag¢io, 617
minimo, 147
em 4rvores B, 359 ex.
em drvores de ordem estatistica, 248
ex.
em arvores de pesquisa binaria, 208
em 4drvores vermelho-preto, 222-223
em heaps binomiais, 370-371
em heaps de Fibonacci, 385
localizando, 148
off-line, 413 pr.
minimo, ciclo de peso médio, 487 pr.
minimo, corte, 518
minimo, grau de uma arvore B, 353
minimo, heap, 104
analisado por método potencial, 333
como uma fila de prioridade minima,
114 ex.
construindo, 107-109
intercalavel, ver intercalavel, heap
minimo
no algoritmo de Dijkstra, 473-474
no algoritmo de Huffman, 310
no algoritmo de Johnson, 506
“no algoritmo de Prim, 454
minimo, né de um heap de Fibonacci,
383
minimo multiplo comum, 661 ex.
minimos quadrados, aproximagio,
603-606
MINIMUM, 111-112, 147-148, 160

mmc (minimo multiplo comum), 682 ex.

mochila, problema
fracionaria, 269, 307 ex.
0-1, 305-306, 307 ex.
mochila fracioniria, problema, 305-306,
307 ex.
mod, 40, 674
modular, aritmética, 41, 682-687
modular, exponenciagio, 696
modulares, equagdes lineares, 688-690
MODULAR-EXPONENTIATION, 696
MODULAR-LINEAR-EQUATION-SOLVER,
689-690
modulo, 40, 674
moeda, troca, 321 pr.
Monge, arranjo, 71 pr.
monotdnica, seqiiéncia, 116
monotonicamente crescente, 40
monotonicamente decrescente, 40
movimentagio de dados, instrugoes,
16-17
MST, 380 pr.
MST-KRUSKAL, 450
MST-PRIM, 453-454
MST-REDUCE, 456-457 pr.
multidimensional, transformacio rapida
de Fourier, 669 pr.

multigrafo, 856
convertendo no grafo nio orientado
equivalente, 421 ex.
multipla, atribuicio, 14
multiplas, origens e depésitos, 512
multiplicagio
de matrizes, 574, 578-579 ex.
de nimeros complexos, 585 ex.
de polindémios, 652
de uma cadeia de matrizes, ver
cadeia de matrizes, multiplicacio
dividir e conquistar, método para,
669 pr.
modulo 7 (.,), 683
multiplicacio, instrugio, 16-17
multiplicagao, método, 187-188
multiplo, 574, 673
de um elemento, médulo #,
688-690
minimo comum, 682 ex.
multiplo, nimero, 673
testemunha para, 704
MULTIPOP, 325
MULTIPUSH, 327 ex.
mutuamente exclusivos, eventos, 868
mutuamente independentes, eventos,
870

N (conjunto de nimeros naturais), 845
n elementos, conjunto, 848
NAIVE-STRING-MATCHER, 717
nio basica, variavel, 620
nao correspondente, vértice, 525
nido deterministico, tempo de
polinémio, 774 n.
ver também NP
nio divide, relagio, 673
nio enumerdvel, conjunto, 848
nio hamiltoniano, grafo, 773
nio instincia, 769 n.
nio invertivel, matriz, 575
nio limitado, programa linear, 616-617
nio negatividade, restrigio, 616, 617
nio ordenada, irvore binomial, 383
nio ordenada, lista ligada, 166
ver também ligada, lista
nio orientada, versio de um grafo
orientado, 855
nio orientado, grafo, 853
biconectado, componente de, 442
pr.
calculando uma irvore de amplitude
minima em, 445-458
clique em, 791
cobertura de vértices de, 794,
807-808
coloragio de, 804 pr., 861 pr.
conjunto independente de, 803 pr.
convertendo um multigrafo em, 421
ex.
correspondéncia de, 525-526
d-regular, 529 ex.
grade, 546 pr.
hamiltoniano, 773
nio hamiltoniano, 773
ponte de, 442 pr.
ponto de articulagio de, 442 pr.
ver também grafo
nao ponderados, caminhos mais curtos,
273-274
nio ponderados, caminhos simples
mais longos, 274

909



nio saturante, empurrio, 532, 536
nio singular, matriz, 575
nio sobreposto, padrio de cadeia, 730
ex.
nio trivial, poténcia, 676-677 ex.
nao trivial, raiz quadrada de 1, médulo
n, 695
naturais, numeros (N), 845
natural, curva cibica, 607 pr.
nebulosa, ordenacio, 131 pr.
negativa de uma matriz, 574
nenhum caminho, propriedade,
464-465, 481-482
NEXT-TO-TOP, 750
NIL, 15
nivel de uma funcio, 407
no, 858
ver também vértice
nd, de uma curva, 607 pr.
norma de um vetor, 575
normal, equagio, 605
NOT, fungio (—), 779
NOT, porta, 779
novamente identificado, vértice, 532
NP (classe de complexidade), 764, 775,
776 ex.
NPC (classe de complexidade),
765, 768
cardter NP-completo, 763-785
de determinar se uma férmula
booleana é uma tautologia, 790
ex.
de programagio com lucros e prazos
finais, 804 pr.
do problema da cobertura de
conjuntos, 818 ex.
do problema da cobertura de
vértices, 794-795
do problema da partigio de
conjuntos, 802 ex.
do problema da programagio de
inteiros de 0 a 1, 802 ex.
do problema da satisfabilidade de
3-CNF, 788-790
do problema da satisfabilidade de
circuito, 779-784
do problema da satisfabilidade de
féormula, 785-787
do problema da satisfabilidade de
metade 3-CNF, 803 ex.
do problema da soma de
subconjuntos, 799-802
do problema de coloragio de grafos,
804 pr.
do problema de programagio linear
de inteiros, 802 ex.
do problema do caixeiro-viajante,
799
do problema do caminho
hamiltoniano, 802 ex.
do problema do ciclo hamiltoniano,
795-798
do problema do ciclo simples mais
longo, 802 ex.
do problema do clique, 791-794
do problema do conjunto
independente, 803 pr.
do problema do isomorfismo de
subgrafos, 802 ex.
prova, de uma linguagem, 785
NP-completo, 764, 778
i NP-dificil, 778

n-tupla, 848-849

nucleo de um poligono, 756 ex.

nula, drvore, 860

nulo, evento, 668

nulo, vetor, 576

numérica, estabilidade, 571, 587,
608-609

nameros aleatérios, gerador, 75

nuimeros complexos, multiplicagio de,
585 ex.

nameros primos, teorema, 703

nameros pseudo-aleatérios, gerador, 75

O, notagio, 34 fig., 34-35
o0, notagio, 37-38
O’, notagio, 48 pr.
O, notagio, 48 pr.
O maiudsculo, notagio, 34 fig., 34-35
o minisculo, notagio, 37-38
objetivo, funcio, 475, 479-480 ex., 613,
616
objetivo, valor, 614, 617
otimo, 617
objeto, 15
alocagio e liberagio de, 171-172
implementagio de arranjo de,
170-173
passagem como parimetro, 15
obliqua, drvore, 346
ocorréncia de um padrio, 717
ocorréncia em ciclo, de algoritmo
simplex, 636
off-line, problema
ancestrais comuns minimos, 415 pr.
minimo, 413 pr.
OFF-LINE-MINIMUM, 414 pr.
Omega, notagio, 34 fig., 36
6mega maidsculo, notacdo, 34 fig., 36
6mega minisculo, notagio, 38
on-line, problema da contratacao, 93-95
on-line, problema da envoltéria convexa,
756 ex.
ON-LINE-MAXIMUM, 93
ON-SEGMENT, 741
OPTIMAL-BST, 289
OR, fungio (v), 779
OR, porta, 779
ordem
colunas, 576
de um n6 em uma floresta de
conjuntos disjuntos, 404, 408,
413 ex.
de um nimero em um conjunto
ordenado, 242
de uma matriz, 576, 578-579 ex.
em drvores de ordem estatistica,
244-245, 246 ex.
linhas, 576
total, 576
ordem
de um grupo, 686
linear, 851
parcial, 850
total, 851
ordem, estatisticas, 147-157
dinimicas, 242-247
ordem de crescimento, 20
ordem dinimica, estatistica, 242-247
ordem estatistica, drvore, 242-247
consultando, 249 ex.
ordenagio, rede, 557
AKS, 570

baseada na ordenagio por insergio,
558 ex.
baseada na ordenagio por
intercalagio, 566-568
bitdnica, 561-564
impar-par, 568 pr.
profundidade, 567 ex.
tamanho, 558 ex.
ordenada, drvore, 859
ordenada, lista ligada, 166
ver também ligada, lista
ordenado, par, 848
ordenando, 11-14, 21-28, 99-146
bubblesort, 29 pr.
bucket sort, 140-143
de pontos por dngulo polar, 743 ex.
de uma matriz, 568 ex.
em tempo linear, 135-143, 143 pr.
heapsort, 103-116
itens de comprimento variavel, 144
pr.
lexicogrifica, 217 pr.
limite inferior do caso médio para
ordenacio, 144 pr.
limites inferiores para, 133-136
nebulosa, 131 pr.
no local, 12, 100
ordenacio de selegao, 20 ex.
ordenagio de Shell, 31
ordenagio por comparagao, 133
ordenagio por contagem, 136-137
ordenagio por inser¢ao, 8, 11-14
ordenagio por intercalacao, 8, 21-28
problema de, 3, 11, 99
quicksort, 117-132
radix sort, 137-139
rede para, ver ordenagio, rede
topoldgica, ver topologica,
ordenagio
usando redes, ver ordenagio, rede
usando uma irvore de pesquisa
bindria, 212 ex.
orientada, versio de um grafo nio
orientado, 855
orientado, grafo, 853
caminho mais curto em, 459
caminhos mais curtos de todos os
pares em, 490-508
caminhos mais curtos de Gnica
origem em, 459-489
cobertura de caminho de, 546 pr.
conectados isoladamente, 436 ex.
e caminhos mais longos, 763
fechamento transitivo de, 500
hamiltoniano, ciclo de, 764
PERT, diagrama, 470, 470 ex.
quadrado de, 421 ex.
restri¢io, grafo, 477
semiconectado, 442 ex.
transposigao de, 421 ex.
viagem de Euler de, 443 pr., 763
ver também circuito; orientado,
grafo aciclico; grafo; rede
orientado, grafo aciclico (grafo), 856
algoritmo para caminhos mais
curtos de Gnica origem, 468-470
€ arestas traseiras, 436
e grafos componentes, 439
e problema do caminho
hamiltoniano, 776 ex.
ordenagio topoldgica de, 436
orientado, segmento, 739



origem, 422, 460, 510, 512
origem, 739
ortonormal, 608-609
OS-KEY-RANK, 246 ex.
OS-RANK, 244
OS-SELECT, 244
6tima, drvore de pesquisa bindria,
285-290, 295
6tima, cobertura de vértices, 807-808
6tima, solugio, 617
6tima, subestrutura
de arvores de pesquisa bindria,
287-288
de caminhos mais curtos, 460-461,
492, 497
de caminhos mais curtos nio
ponderados, 274
de cédigos de Huffman, 312-313
de matréides ponderados, 317
de multiplicagio de cadeias de
matrizes, 267-268
de programagio de linha de
montagem, 261-262
de seqiiencial de atividade, 371-373
de subseqiiéncias comuns mais
longas, 282
do problema da mochila 0-1, 305-306
do problema da mochila fracionaria,
305-306
em algoritmos gulosos, 305
em programacio dinimica, 272-276
otimizagio, problema, 259, 764-765, 768
algoritmos de aproximagio para,
806-831
e problemas de decisao, 765
6timo, subconjunto de um matréide,
315-316
6timo, valor de objetivo, 617
ou (or), em pseudocddigo, 15

P (classe de complexidade), 764, 768,
771-772, 773 ex.
pacote, embalagem, 754
padrio, correspondéncia, ver cadeias,
correspondéncia
padrio, forma, 612-613, 616-619
padrio em correspondéncia de cadeias,
717
nio sobrepostas, 730 ex.
pagina em um disco, 350-351 pr.
paginando, 16-17
pai, 858-859
em uma drvore de primeiro na
extensio, 423
Pan, método para multiplica¢io de
matrizes, 585 ex.
par, ordenado, 847-848
par mais distante, problema, 749-750
par mais préximo, localizando, 756-760
par Gnico, caminho mais curto, 273-274
como um programa linear, 622-623
parimetro, 15
custos da passagem, 68 pr.
parcial, ordem, 850
PARENT, 104
parénteses, teorema, 431
partigao de conjunto, problema, 802 ex.
particio de um conjunto, 847-848, 850
particionamento, algoritmo, 118-120
aleatério, 124
em torno da mediana de 3
elementos, 128 ex.

PARTITION, 118
Pascal, tridngulo, 867 ex.
PATH, 765, 771
percurso de uma arvore, ver irvore,
percurso
perdido, filho, 860
perfeita, correspondéncia, 529 ex.
perfeito, hash, 198-201
permutagio, 852
aleatdria, 81-83
aleatéria uniforme, 74-75, 81
de um conjunto, 864
inversio de bits, 340 pr., 666
Josephus, 255 pr.
no local, 82
permutacio, matriz, 574, 578 ex.
decomposigio de LUP de, 596 ex.
permutagio, rede, 569 pr.
PERMUTE-BY-CYCLIC, 84 ex.
PERMUTE-BY-SORTING, 81
PERMUTE-WITH-ALL, 84 ex.
PERMUTE-WITHOUT-IDENTITY, 84 ex.
persistente, estrutura de dados, 236 pr.,
346
PERSISTENT-TREE-INSERT, 236 pr.
PERT, diagrama, 470, 470 ex.
peso
de um caminho, 459
de um corte, 823 ex.
de uma aresta, 421
médio, 488 pr.
peso, fungio
em um matréide ponderado, 315
para um grafo, 421
peso balanceado, arvore, 241, 342 pr.
peso minimo, irvore de amplitude, ver
minima, arvore de amplitude
peso minimo, cobertura de vértices,
820-823
peso negativo, arestas, 461
peso negativo, ciclo
e caminhos mais curtos, 461
e relaxagio, 485 ex.
e restrigcoes de diferenca, 477
pesquisa, drvore, ver pesquisa
balanceada, arvore; pesquisa binaria,
arvore; B, drvore; exponencial, drvore
de pesquisa; intervalos, arvore;
6tima, arvore de pesquisa binaria;
ordem estatistica, Arvore;
vermelho-preto, irvore; obliqua,
arvore; 2-3, arvore; 2-3-4, arvore
pesquisa binaria, drvore, 204-219
arvores AA, 241
arvores AVL, 237-238 pr.
arvores de bode expiatdrio, 241
arvores de k vizinhos, 241
arvores de peso balanceado, 241
irvores obliquas, 241
chave mixima de, 208
chave minima de, 208
com chaves iguais, 216 pr.
construida aleatoriamente, 213-216,
217-218 pr.
consultando, 207-210
€ treaps, 237-238 pr.
eliminagio de, 211-212
insercao em, 210
6Otima, 285-291, 295
para ordenacio, 212 ex.
pesquisando, 207-208
predecessor em, 208-209

sucessor em, 208-209
ver também vermelho-preto, drvore
pesquisando
em 4drvores B, 354-355
em drvores de intervalos, 251-253
em arvores de pesquisa bindria,
207-208
em irvores vermelho-preto, 222-223
em listas compactas, 177 pr.
em listas ligadas, 167
em tabelas de endereco direto, 180
em tabelas hash de enderego aberto,
192-193
em tabelas hash encadeadas, 193
em um arranjo niao ordenado,
95 pr.
para um intervalo exato, 254 ex.
pesquisa bindria, 28 ex.
pesquisa linear, 15 ex.
problema de, 15 ex.
phi, fungio, 685
pilha, 163-164
em busca de Graham, 750
implementagao de lista ligada de,
169 ex.
implementada por filas, 166 ex.
no armazenamento secunddrio, 363
pr.
operagoes analisadas pelo método
de contabilidade, 328-329
operagOes analisadas pelo método
potencial, 331
operagoes analisadas por anilise
agregada, 325-327
para execuc¢io de procedimento,
130-131 pr.
pior caso, tempo de execugio, 20, 36
PISANO-DELETE, 396 pr.
piso, funcio, (), 40
em teorema mestre, 65-68
piso, instrugio, 16-17
pivd
em decomposic¢io LU, 592
em programacao linear, 629-631,
637 ex.
em quicksort, 118
PIVOT, 630
podando um heap de Fibonacci,
396-397 pr.
podando uma lista, 824
podar e pesquisar, método, 749-750
poligono, 743 ex.
estrelado, 756 ex.
nuicleo de, 756 ex.
polilogaritmicamente limitado, 43
polinomialmente limitado, 41
polinomialmente relacionado, 769
polinémio, 41, 651
adigdo de, 651
assintético, comportamento de, 46
pr.
avaliacio de, 30 pr., 653, 657 ex.,
669-670 pr.
interpolagio por, 653, 658 ex.
multiplicacio de, 652, 655-657, 669
pr.
representagio de coeficientes de,
653
representacio de valor de ponto de,
653-654
Pollard, heuristica rho, 710-713, 713 ex.
POLLARD-RHO, 710
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ponderada, cobertura de vértices,
820-822
ponderada, correspondéncia bipartida,
397
ponderada, heuristica de uniio, 402
ponderada, mediana, 155 pr.
ponderado, matréide, 315-318
ponderado, problema de cobertura de
conjuntos, 828 pr.
ponte, 442 pr.
ponteiro, 15
ponto de evento, programagio, 745
ponto extremo
de um intervalo, 249
de um segmento de linha, 739
ponto flutuante, tipo de dados, 16-17
ponto interior, método, 615
ponto mais préximo, heuristica, 815 ex.
POP, 164
porta, 779
posicio, 179-180
posicional, arvore, 861
positiva simétrica, matriz definida,
601-603
positivo, fluxo, 510
pés-ordem, percurso de irvore, 205
poténcia
de um elemento, médulo 7, 693-698
k-ésima, 677 ex.
potencial, fungao, 330
para limites inferiores, 343
potencial, método, 330-333
para algoritmo de Knuth-Morris-Pratt,
733-734
para algoritmo genérico de
push-relabel, 536-537
para contadores bindrios, 331-332
para estruturas de dados de
conjuntos disjuntos, 408-412
para heaps de Fibonacci, 384-386,
389-390, 393
para heaps minimos, 333 ex.
para operagoes de pilhas, 330-331
para reestruturagio de irvores
vermelho-preto, 342 pr.
para tabelas dinimicas, 335-3306,
338-340
potencial de uma estrutura de dados,
330
poténcias, conjunto, 848
poténcias, série, 69 pr.
Pr{ } (distribui¢io de probabilidades),
868
prazo final, 319
predecessor
em irvores B, 359-360 ex.
em arvores de caminhos mais curtos,
462
em drvores de ordem estatistica, 248
ex.
em 4rvores de pesquisa bindria,
208-209
em arvores vermelho-preto, 222
em listas ligadas, 166
PREDECESSOR, 160
predecessor, subgrafo
em caminhos mais curtos de todos os
pares, 491
em caminhos mais curtos de \inica
origem, 462
em pesquisa primeiro na extensio,
426

em pesquisa primeiro na
profundidade, 429
predecessora, matriz, 491
preempcio, 321 pr.
prefixo
de uma cadeia ((C), 718
de uma sequéncia, 281
prefixo, codigo, 308
prefixo, func¢io, 730-732
pré-ordem, percurso de arvore, 205
pré-ordenagio, 759
presente, embalagem, 754-755
preto, altura, 222
preto, vértice, 422, 429
Prim, algoritmo, 452-454

com pesos de arestas inteiros, 455 ex.

com uma matriz de adjacéncia, 454
ex.
em algoritmo de aproximacio para o
problema do caixeiro-viajante,
811
implementado com um heap de
Fibonacci, 454
implementado com um heap
minimo, 454
para grafos esparsos, 456 pr.
semelhan¢a com o algoritmo de
Dijkstra, 452, 473-474
primal, programa linear, 638
primeiro a entrar, primeiro a sair, 163
ver também fila
primeiro ajuste, heuristica, 828 pr.
primeiro na extensio, arvore, 423, 427
primeiro na extensio, pesquisa, 422-428
e caminhos mais curtos, 425-426,
460
semelhanga com o algoritmo de
Dijkstra, 473, 474 ex.
primeiro na profundidade, arvore, 429
primeiro na profundidade, floresta, 429
primeiro na profundidade, pesquisa,
429-436
na localizacao de componentes
fortemente conectados, 438-441
na localizacao de pontos de
articulacio, pontes e
componentes biconectados, 443
pr.
na ordenagao topologica, 436-438
primeiro-adiantada, forma, 319
primo, nimero, 674
densidade de, 702-703
primos, fungio de distribuigio, 703
principal, agrupamento, 193
principal, memoria, 349
principal, raiz da unidade, 658-659
principio de inclusio e exclusio, 849 ex.
PRINT-ALL-PAIRS-SHORTEST-PATH, 491
PRINT-INTERSECTING-SEGMENTS, 748
ex.
PRINT-LCS, 284
PRINT-OPTIMAL-PARENS, 271, 271 ex.
PRINT-STATIONS, 265
prioridade maxima, fila, 111-112
prioridade minima, fila, 111-112, 114 ex.
na construgio de cédigos de
Huffman, 310
no algoritmo de Dijkstra, 473
no algoritmo de Prim, 454
prioridades, fila, 111-114
com extragoes monotonicas, 116
fila de prioridade maxima, 111-112

fila de prioridade minima, 111-112,
114 ex.
implementagio de heap de, 111-114
na construgio de cédigos de
Huffman, 310
no algoritmo de Dijkstra, 473
no algoritmo de Prim, 454
ver também pesquisa bindria,
irvore; binomial, heap;
Fibonacci, heap
probabilidade, 868-873
probabilidades, distribuigio, 868
probabilidades, distribuicao discreta,
869
probabilistica, andlise, 74-75, 85-95
de algoritmo de aproximacgio para
satisfabilidade de MAX-3-CNF,
820
de algoritmo de Rabin-Karp, 724
de altura de uma arvore de pesquisa
bindria construida
aleatoriamente, 213-216
de bolas e caixas, 88-89
de bucket sort, 140-143, 143 ex.
de colisoes, 185 ex., 201 ex.
de comparagio de arquivos, 724 ex.
de contagem probabilistica, 95 pr.
de envoltdria convexa em uma
distribuig¢io de envoltéria
esparsa, 964 pr.
de hash com encadeamento,
183-184
de hash de endereco aberto,
195-197, 197 ex.
de hash perfeito, 199-201
de hash universal, 188-190
de heuristica rho de Pollard,
711-713
de inser¢do em uma drvore de
pesquisa bindria
comchavesiguais, 216 pr.
de limite de prova mais longo para
hash, 201 pr.
de limite de tamanho de posicio
para encadeamento, 202 pr.
de limite inferior do caso médio
para ordenagio, 145-146 pr.
de paradoxo do aniversirio, 85-87
de particionamento, 123 ex., 128
ex., 129 pr., 131 pr.
de pesquisa em uma lista compacta,
177 pr.
de pontos de ordenacio por
distincia a partir da origem, 143
ex.
de profundidade de né médio em
uma arvore de pesquisa bindria
construida aleatoriamente, 217
pr.
de quicksort, 126-128, 129 pr., 131
pr., 216 ex.
de selegido aleatdria, 149-152
de sequiéncias, 89-92
do problema da contrataciao, 78-79
do teste de cariter primo de
Miller-Rabin, 707-709
e algoritmos aleatérios, 79-81
e entradas médias, 19-20
probabilistica, contagem, 95 pr.
problema
abstrato, 767-768
computacional, 3-4



concreto, 768
decisio, 765, 767-768
intratdvel, 763
otimizagio, 259, 764, 767-768
solugio para, 4, 768
tratdvel, 763
problema de satisfabilidade de f6rmula,
786-787
problema do caixeiro-viajante
algoritmo de aproximagio para,
810-815
cariter NP-completo de, 799
com desigualdade de tridngulos,
811-813
cuclidiano bitdnico, 291 pr.
gargalo, 814-815 ex.
sem desigualdade de tridngulos,
813-814
procedimento, 4, 11-12
produto
cartesiano, 848
cruzado, 738-739 .
de matrizes, 574-575, 578-579 ex.
de polindbmios, 652
externo, 575
interno, 575
regra de, 864
profissional, lutador, 428 ex.
profundidade
de irvore de recursao de quicksort,
123 ex.
de SORTER, 567 ex.
de um né em uma arvore enraizada,
859
de uma pilha, 131 pr.
de uma rede de comparagio, 557-558
de uma rede de ordenacio, 558 ex.
média, de um né em uma arvore de
pesquisa bindria construida
aleatoriamente, 217 pr.
programa, contador, 781-782
programacio, 829 pr.
ponto de evento, 745
programagio (agendamento), 295 pr.,
321 pr., 804 pr., 829 pr.
programacio, ver dinamica,
programagio; linear, programacio
programacio de miquina paralela,
problema, 829 pr.
programacao dinimica, método, 259-295
comparagio com algoritmos gulosos,
273-274, 280 ex., 299-300, 304,
305-307
€ memorizagio, 278-280
elementos de, 272-280
para algoritmo de Floyd-Warshall,
497-500
para algoritmo de Viterbi, 294 pr.
para drvores de pesquisa bindria
Otimas, 285-291
para caminhos mais curtos de todos
os pares, 492-500
para distancia de edigao, 291 pr.
para fechamento transitivo, 500-502
para impressio esmerada, 291 pr.
para multiplicagao de cadeias de
matrizes, 266-272
para problema de mochila de 0-1,
307 ex.
para problema euclidiano biténico
do caixeiro-viajante, 260 pr.
para programacio, 295 pr.

para programacao de linha de
montagem, 260-265
para selecio de atividade, 303 ex.
para subseqiéncia comum mais
longa, 281-285
reconstruindo uma solugio 6tima
em, 278
sobrepondo subproblemas em,
276-278
subestrutura étima em, 272-276
programacio linear, relaxagio, 821
programagio linear inteira, problema,
616, 649 pr., 802 ex.
pronto, vértice, 429
proprio, ancestral, 858
préprio, descendente, 858
proprio, subconjunto (<), 846
proprio, subgrupo, 686
prova, 192, 201 pr.
prova, seqiiéncia, 192
pseudocédigo, 11, 14-15
pseudo-inverso, 605
PSEUDOPRIME, 704
pseudoprimo, 704
publica, chave, 697, 699-700
PUSH
pilha, operacio, 194
push-relabel, operacio, 531
push-relabel, algoritmo, 529-546
algoritmo genérico, 532-538
algoritmo relabel-to-front, 538-546
com uma fifa de vértices de
sobrecarga, 546 ex.
descarregando um vértice de

sobrecarga de altura mixima, 546

ex.
heuristica de intervalos para, 546 ex.
operagOoes basicas em, 531-532

para encontrar uma correspondéncia

bipartida maxima, 537 ex.
push-relabel, algoritmo genérico,

532-538

quadrada, matriz, 572
quadrado de um grafo orientado,
421 ex.
quadritica, fungio, 19
quadritica, sondagem, 194, 202 pr.
quadritico, residuo, 714 pr.
quantil, 154 ex.
quicksort, 117-132
analise de, 120-124, 125-128
anilise do pior caso de, 125
boa implementagio do pior caso de,
154 ex.
caso médio, andlise de, 125-128
com método de mediana de 1, 130
pr.
descrigao de, 117-120

em comparag¢iao com a ordenagiao por

insercio, 123 ex.
em comparagio com a radix sort,
139
profundidade de pilha de, 130 pr.
uso de ordenagio por insergao em,
128 ex.
versdo aleatéria de, 124, 129 pr.
versio de extremidade recursiva de,
130 pr.
QUICKSORT, 118
QUICKSORT’, 130 pr.
quociente, 673-674

R (conjunto de nimeros reais), 845
Rabin-Karp, algoritmo, 721-725
RABIN-KARP-MATCHER, 723-724
radix sort, 137-139
comparagao com quicksort, 139
RADIX-SORT, 139
raio, 743 ex.
raiz
de uma arvore, 858
de unidade, 658
raiz, arvore, 217 pr.
raiz quadrada, médulo primo, 714-715
pr.
raizes, lista
de um heap binomial, 368
de um heap de Fibonacci, 383
RAM, ver acesso aleatdrio, maquina
RANDOM, 75, 75 ex.
RANDOMIZED-HIRE-ASSISTANT, 80
RANDOMIZED-PARTITION, 124
RANDOMIZED-QUICKSORT, 124, 216
ex.
relacido com arvores de pesquisa
bindria construidas
aleatoriamente, 217 pr.
RANDOMIZED-SELECT, 186
RANDOMIZE-IN-PLACE, 82-83
RANDOM-SEARCH, 95-96 pr.
RB-DELETE, 231
RB-DELETE-FIXUP, 232
RB-ENUMERATE, 249 ex.
RB-INSERT, 225
RB-INSERT-FIXUP, 226
RB-JOIN, 237 pr.
reais, nimeros (R), 845
reconstruindo uma solug¢io 6tima em
programagcio dinimica, 278
recorréncia, 25, 50-72
solugio pelo método de Akra-Bazzi,
72
solucio pelo método de arvore de
recursio, 54-58
solugio pelo método de
substituigio, 51-54
solugio pelo método mestre, 59-61
recorréncia, equagio, ver recorréncia
recortando, em um heap de Fibonacci,
391-392
recuo em pseudocddigo, 14
recursio, 21
recursio, drvore, 27-28, 54-58
¢ o método de substituigio,
57-58
em prova de teorema mestre,
61-63
para ordenagio por intercalagio,
280 ex.
RECURSIVE-ACTIVITY-SELECTOR, 301
RECURSIVE-FFT, 662
RECURSIVE-MATRIX-CHAIN, 277
rede
admissivel, 538-540
bitonica, ordenacio, 561-564
comparagio, 555-559
fluxo, ver fluxo, rede
impar-par, intercalagio, 568 pr.
impar-par, ordenagio, 568 pr.
ordenagio, 565-570
para intercalagio, 564-566
permutagio, 569 pr.
residual, 515-517
transposicao, 568 pr.
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redefinindo o peso
em caminhos mais curtos de todos os
pares, 503
em caminhos mais curtos de Gnica
origem, 486 pr.
redugio, algoritmo, 766, 777
redugio, fungio, 777
redutibilidade, 777-779
referéncia a um conjunto de arestas,
447
reflexiva, relacio, 849
reflexividade de notagio assintética, 39
regido, vidvel, 612
registro (dados), 99
regra da soma, 863
regra do produto, 863-864
rejeicio
por um algoritmo, 771
por uma automacio finita, 726
RELABEL, 532
relabel, operagio (em algoritmos
push-relabel), 532, 535
RELABEL-TO-FRONT, 543
relabel-to-front, algoritmo, 538-546
relacio, 849-851
relativamente, primo, 676
RELAX, 464
relaxacio,
de uma aresta, 463-465
programacao linear, 821
relaxacio, 619
relaxacio de caminho, propriedade, 465,
482
relaxada, drvore vermelho-preto, 223 ex.
relaxada, forma, 612-613, 619-621
unicidade de, 635
relaxada, varidvel, 619
relaxado, heap, 396-397
repeat, em pseudocédigo, 14
repetida, elevagio ao quadrado
para caminhos mais curtos de todos
os pares, 494-496
para elevar um nimero a uma
poténcia, 696
repetida, funcio, 48 pr.
repetida, fungio logaritmo, 44-45
REPETITION-MATCHER, 737 pr.
representacio de um conjunto, 398
RESET, 330 ex.
residual, aresta, 516
residual, capacidade, 515, 517
residual, rede, 515-517
residuo, 40, 673-674, 714 pr.
resto, 40, 673-674
resto, instrugido, 16-17
restricio, 616
desigualdade, 616-617, 618
diferenga, 476
igualdade, 479 ex., 617, 618
linear, 612
nio negatividade, 616, 618
rigida, 627
violacio de, 627
restri¢io, grafo, 477-478
retingulo, 254 ex.
retorno, instrugio, 16-17
rho, heuristica, 710-713, 713 ex.
RIGHT, 104
RIGHT-ROTATE, 224
rigida, restri¢io, 627
rotagio
ciclica, 736 ex.

em uma arvore vermelho-preto,
223-225
rotacional, varredura, 749, 750-754
RSA, sistema de criptografia de chave
publica, 697-702

saida
de um algoritmo, 3
de um circuito combinacional, 780
de uma porta 16gica, 779
saida, fio, 556
saida, grau, 854
saida, seqiéncia, 556
saltos, lista, 241
SAME-COMPONENT, 400
SAT, 786
satélite, dados, 99, 159
satisfabilidade, 780, 785-788, 819-820,
823 ex.
satisfacio, atribuicio, 780, 785
satisfatoria, formula, 764, 785
saturagio, empurrio, 531, 536
saturada, aresta, 531
Schur, complemento, 591, 602
SCRAMBLE-SEARCH, 96 pr.
SEARCH, 160
secreta, chave, 697, 699-700
secunddria, tabela hash, 198
secundirio, agrupamento, 194
secunddario, armazenamento
arvore de pesquisa para, 349-364
pilhas em, 363 pr.
segmento, ver orientado, segmento;
linha, segmento
SEGMENTS-INTERSECT, 741
segunda melhor, irvore de amplitude
minima, 456 pr.
segura, aresta, 446
selecao
de atividades, ver selegio de
atividades, problema
e ordenagdes de comparagio, 154
em drvores de ordem estatistica,
243-244
em tempo linear esperado, 149-152
problema de, 147
tempo linear no pior caso, 152-155
selecido, ordenagio, 20 ex.
selegio de atividade, problema, 297-303
SELECT, 152-153
seletor, vértice, 796
semiconectado, grafo, 442 ex.
sentinela, 22, 167-169, 222
sequéncia ()
bitonica, 488 pr., 561
entrada, 556
finita, 852
infinita, 852
inversio em, 30 pr., 79-80 ex.
limpa, 562
prova, 192
saida, 556
seqiiéncias, 89-92
série, 69 pr., 836-837
Shell, ordenagio, 31
SHORTEST-PATH, 765
simbolos, tabela, 179, 186, 188
simetria de notagio de ©, 39
simetria de transposi¢io de notagio
assintética, 39
simétrica, diferencga, 549-550 pr.
simétrica, matriz, 573-574, 578 ex.

simétrica, relacio, 849-850
simples, algoritmo para
correspondéncia de cadeias,
719-721
simples, caminho, 854
mais longo, 274, 763
simples, ciclo, 854
simples, grafo, 855
simples, hash uniforme, 183
simples, poligono, 743 ex.
simplex, 614
SIMPLEX, 632
simplex, algoritmo, 614, 626-638, 650
singular, decomposicio de valores,
608-609
singular, matriz, 575
sistemas de equagoes lineares, 586-597,
607 pr.
sistemas de restrigoes de diferenga,
475-480
SLOW-ALL-PAIRS-SHORTEST-PATHS,
494
sobre, 852
sobrecarga
de uma fila, 164
de uma pilha, 164
sobrecarregando vértice, 530
sobrejecio, 852
solugio
bisica, 628
invidvel, 616-617
6tima, 616-617
para um problema abstrato, 768
para um problema computacional, 4
para um problema concreto, 468
para um sistema de equagoes
lineares, 586
vidavel, 475, 613, 617
soma
cartesiana, 658 ex.
de matrizes, 573-574
de polindémios, 651
fluxo, 514 ex.
infinita, 835
inserindo, 837-838
regra da, 863
soma de subconjuntos, problema
algoritmo de aproximagao para,
823-827
cariter NP-completo de, 800-802
com destino undrio, 1802 ex.
somatério, 835-844
em notagio assintdtica, 37, 836
férmulas e propriedades de,
835-838
implicito, 512
limites, 838-844
linearidade de, 836
somatorio, lema, 659
somatorio implicito, notagio, 512
somatorios, desmembrando, 841-842
sombra de um ponto, 756 ex.
sondagem, ver linear, sondagem;
quadratica sondagem
SORTER, 566, 567 ex.
STACK-EMPTY, 164
Stirling, aproximagcio, 44
STOOGE-SORT, 130 pr.
Strassen, algoritmo, 579-585
STRONGLY-CONNECTED-COMPONEN
TS, 439
subdrvore, 858-859



mantendo os tamanhos de, em
arvores de ordem estatistica,
245-247
subcadeia, 864
subcaminho, 854
subcarga
de uma fila, 164
de uma pilha, 164
subconjunto
hereditirios, familia de, 314
independentes, familia de, 314
subconjunto (<), 846
subconjunto maximo em um matréide,
315
subdeterminado, sistema de equacdes
lineares, 587
subgrafo, 855
predecessor, ver predecessor,
subgrafo
subgrafo de predecessor, propriedade,
464-465, 484
subgrupo, 686-687
sub-rotina
chamando, 15, 16, 17 n.
executando, 17 n.
subseqiiéncia, 280
SUBSET-SUM, 799
substituicio, método, 51-54
e arvores de recursio, 57-58
subtrac¢io de matrizes, 574
subtrair, instrugio, 16
SUCCESSOR, 160
sucesso em uma experiéncia de
Bernoulli, 878
sucessor
em arvores de ordem estatistica, 248
ex.
em arvores de pesquisa bindria,
208-209
em drvores vermelho-preto, 222-223
em listas ligadas, 166
localizando o i-ésimo, de um né em
uma drvore de ordem estatistica,
246 ex.
sufixo (§), 718
sufixo, fungio, 726
superdepésito, 512
superdeterminado, sistema de equagdes
lineares, 587
superior, matriz triangular, 573
superior, mediana, 147
superorigem, 512
superpolinomial, tempo, 763
superpostos, intervalos, 249
localizando todos, 254 ex.
ponto de superposicio mdxima, 255
pr.
superpostos, lema de sufixos, 718-719
superpostos, retingulos, 254 ex.
superpostos, subproblemas, 276-278
suspensio, problema, 763
SVD, 609

TABLE-DELETE, 338
TABLE-INSERT, 334
tamanho
da entrada de um algoritmo, 17,
672-673, 768-770
de um circuito combinacional
booleano, 780-781
de um clique, 791
de um conjunto, 847-848

de uma drvore binomial, 366-367
de uma cobertura de vértices, 793,
807-808
de uma rede de comparagio, 557
de uma rede de ordenagio, 558 ex.
de uma subarvore em um heap de
Fibonacci, 395
tarefa, 319
tarefas, programacao, 319-321, 323 pr.
Tarjan, algoritmo de ancestrais menos
comuns off-line de, 415 pr.
tautologia, 776 ex., 790-791 ex.
taxa de crescimento, 20
Taylor, séries, 218 pr.
tempo, dominio, 651
tempo, ver execugao, tempo
tempo de descoberta em pesquisa
primeiro na profundidade, 429-430
tempo polinomial, aceitagio, 771
tempo polinomial, algoritmo, 673
tempo polinomial, computabilidade,
769
tempo polinomial, decisiao, 771
tempo polinomial, esquema de
aproximagio, 807
tempo polinomial, redutibilidade (<,),
776-777, 784 ex.
tempo polinomial, resolubilidade, 768
tempo polinomial, verificagdo, 773-776
tempo unitirio, tarefa, 319
teorema fundamental de programagio
linear, 647
testes
de cariter primo, 702-709, 715
de cariter pseudoprimo, 704
teto, funcio ( )), 40
em teoréma mestre, 65-68
teto, instrugio, 16-17
texto cifrado, 698-699
texto em correspondéncia de cadeias,
717
then, em pseudocédigo, 14
todos os pares, caminhos mais curtos,
460, 490-508
em grafos g-densos, 507 pr.
algoritmo de Floyd-Warshall, 497-500
algoritmo de Johnson, 503-506
por multiplicacio de matrizes,
492-497
por elevagio ao quadrado repetida,
494-496
Toeplitz, matriz, 669 pr.
TOP, 750
topo de uma pitha, 163
topolégica, ordenagio, 436-438
no cilculo de caminhos mais curtos
de tdnica origem em um grafo,
468
TOPOLOGICAL-SORT, 436
total, arvore bindria, 860, 861 ex.
relagio com o c6digo 6timo, 308-309
total, fluxo liquido, 511
total, fluxo positivo, 510
total, nd, 353
total, ordem, 851
total, ordem, 576
total, percurso de uma 4rvore, 812-813
totalmente entre parénteses, 266
totalmente polinomial, esquema de
aproximacio de tempo, 807
para o problema da soma de
subconjuntos, 823-827

»

para o problema do clique maximo,
828 pr.
transformagio discreta de Fourier, 660
transformagio rapida de Fourier (FFT)
circuito para, 667
implementagio iterativa de, 665-667
implementacio recursiva de,
661-663
multidimensional, 669 pr.
usando aritmética modular, 670 pr.
transicio, funcio, 725-726, 729-730
transitiva, relacio, 849
TRANSITIVE-CLOSURE, 501
transitividade de notagio assintética, 30
transitivo, fechamento, 500-502
e multiplicagio de matrizes
booleanas, 600 ex.
de grafos dinimicos, 507 pr.
transposicio
conjugada, 600 ex.
de um grafo orientado, 421 ex.
de uma matriz, 420-421, 572
transposi¢ao, rede, 568 pr.
traseira, aresta, 433-434, 437
tratabilidade, 763
travessia de uma drvore, ver irvore,
percurso
treap, 238 pr.
TREAP-INSERT, 238 pr.
TREE-DELETE, 211, 231-232
TREE-INSERT, 210, 225
TREE-MAXIMUM, 208
TREE-MINIMUM, 208
TREE-PREDECESSOR, 209
TREE-SEARCH, 207
TREE-SUCCESSOR, 208-209
3-CNF, 788
3-CNF, satisfabilidade, 788-1791
algoritmo de aproximagio para,
819-820
e satisfabilidade de 2-CNF, 764
3.CNF-SAT, 788
3-COLOR, 804 pr.
3-forma normal conjuntiva, 788
triangular, matriz, 573-574, 578 ex.
tridngulos, desigualdade, 811
e arestas de peso negativo, 814 ex.
para caminhos mais curtos, 464-465,
480-481
tricotomia, intervalo, 249
tricotomia, propriedade de nimeros
reais, 39
tridiagonais, sistemas lineares,
607 pr.
tridiagonal, matriz, 573
trie, ver raiz, arvore
trilha, 350
TRIM, 825
trinado, transformagio, 664 ex.
trivial, divisor, 673-674
troca, propriedade, 314
TSP, 799
tupla, 848

altimo a entrar, primeiro a sair, 163
ver também pilha
um para um, correspondéncia, 852
um para um, funcgio, 852
uma passagem, método, 416
unario, 769
uniao
de conjuntos (U), 846



de conjuntos dindmicos, ver
unificando
de linguagens, 770-771
unido por ordem, 404
Unica origem, caminhos mais curtos,
459-489
algoritmo de escalonamento de
Gabow, 486 pr.
Bellman-Ford, algoritmo, 465-468
com caminhos bitonicos, 488 pr.
Dijkstra, algoritmo, 471-475
e caminhos mais longos, 763
e restri¢oes de diferenga, 475-480
em grafos g-densos, 507 pr.
em um grafo aciclico orientado,
468-471
unicamente conectado, grafo, 436 ex.
unicamente ligada, lista, 166
ver também ligada, lista
unidade (1), 673-674
unificando
heaps, 365
heaps 2-3-4, 379
heaps binomiais, 371-375
heaps de Fibonacci, 385-386
listas ligadas, 169
uniforme, distribuicao de
probabilidades, 869
uniforme, hash, 193
uniforme, permutagio aleatdria, 74-75,
81
UNION, 365, 399
implementagio de floresta de
conjuntos disjuntos de, 405
implementagio de lista ligada de,
401-403, 403 ex.
unitiria, matriz triangular inferior, 573
unitdria, matriz triangular superior, 573
unitario, 848
unitirio, vetor, 572
universal, depésito, 421 ex.
universal, hash, 188-191
universo, 847

valido, deslocamento, 717
valor
de um fluxo, 510
de uma fungio, 852
objetivo, 614, 617
valor de ponto, representacio, 653-654
valor inteiro, fluxo, 527
van Emde Boas, estrutura de dados, 116,
346
Vandermonde, matriz, 579 ex.
Var[ ] (varidncia), 877

variincia, 876
de uma distribui¢io binomial,
880-881
de uma distribuicio geométrica,
878
varias mercadorias, fluxo, 625-623
custo minimo, 626 ex.
variavel
aleatéria, 873-877
bisica, 620
deixando, 629
em pseudocddigo, 14
entrando, 629
nio bisica, 620
relaxada, 619
ver também indicador, varidvel
aleatOria
varios conjuntos, 845 n.
varredura, 743-749, 760 pr.
varredura, linha, 743
vazia, arvore, 1860
vazia, cadeia (g), 718, 770
vazia, linguagem, 770-771
vazia, pilha, 164
vazio, conjunto, 845
Venn, diagrama, 847
verdade, atribuig¢io, 780, 786
verdade, tabela, 779
verificagio, 773-776
de drvores de amplitude, 458
verificagio, algoritmo, 774
vermelho-preto, idrvore, 220-240
altura de, 221
ampliagio de, 248-249
chave maxima de, 222
chave minima de, 222
comparacio com drvores B, 354
e arvores 2-3-4, 354-355 ex.
eliminagéo de, 231-236
jungio, 237 pr.
para determinar se quaisquer
segmentos de linhas se
interceptam, 745-746
para enumeragio de chaves em um
intervalo, 249 ex.
pesquisando em, 222
predecessor em, 222
propriedades de, 220-223
reestruturando, 342-343 pr.
relaxada, 223 ex.
rotagiao em, 223-225
sucessor em, 222
ver também intervalo, irvore; ordem
estatistica, 4rvore
VERTEX-COVER, 794

vértice
de um poligono, 742 ex.
em um grafo, 853
intermedidrio, 497
isolado, 854
ponto de articulacio, 443 pr.
seletor, 796
vértices, cobertura, 794, 807-808,
820-823
vértices, conjunto, 853
vetor, 572, 575-576
convolugio de, 653
produto cruzado de, 739
ortonormal, 609
no plano, 739
viabilidade, problema, 475, 648 pr.
viagem
bitonico, 291 pr.
de Euler, 443 pr., 763
de um grafo, 798
vidvel, programa linear, 616
vidvel, regido, 613
viavel, solugio, 475, 613, 616
viola¢io de uma restrigio de igualdade,
627
virtual, memoria, 16-17
vizinhanga, 529 ex.
vizinho, 855-856
vizinhos, lista, 540
VLSI (very-large-scale integration —
integragio em escala muito grande),
70 n.

while, em pseudocodigo, 14
WITNESS, 705

Yen, aperfeicoamento para o algoritmo
de Bellman-Ford, 485
Young, quadro, 115

Z (conjunto de inteiros), 845

0-1, problema da mochila, 305-306, 307

0-1, problema de programacao de
inteiros, 802, 821
zero, matriz, 572

zero de um polinémio, médulo primo,
690

zero-um, principio, 559-561, 564-565

Z,, (classes de equivaléncia, médulo n),
674



Este livro retine qualidades insuperaveis:
uma enciclopédica amplitude, didatica clara e analise
em profundidade de varios temas. Ele comeca abordando
os fundamentos matematicos de algoritmos e mantém este
rigor em toda a extensao do trabalho. As ferramentas e os
conceitos desenvolvidos nas secoes iniciais sao entao
aplicados a questoes de estruturas de dados, grafos,
geometria computacional, modelos de computacao
paralela e a uma grande variedade de algoritmos.
Considerando que algoritmos sao utilizados em varias
areas — jogos, aplicativos grificos e de simulagio, além
de engenharia elétricas —, este livro esta destinado
a atender com precisao e brilhantismo a estudantes

e profissionais envolvidos com programacao.

ISBN 85-352-0926



	Algoritmos_Cormen_2nd_Edicao.pdf
	Sumário
	Parte I - Fundamentos
	Capitulo I - A Função dos algoritmos na computação
	1.1 Algoritmos

	Capitulo 2 - Conceitos Básicos
	2.1 Ordenação por inserção
	2.2 Análise de algoritmos
	2.3 Projeto de algoritmos
	2.3.1 A abordagem de dividir e conquistar
	2.3.2 Análise de algoritmos de dividir e conquistar


	Capítulo 3 - Crescimentos de funções
	3.1 Notação assintótica
	3.2 Notações padrão e funções comuns

	Capítulo 4 - Recorrências
	4.1 O método de substituiçáo
	4.2 O método de árvore de recursão
	4.3 O método mestre
	4.4 Prova do teorema mestre
	4.4.1 A prova para x potências exatas
	4.4.2 Pisos e tetos


	Capítulo 5 - Análise probabilística e algoritmos aleatórios
	5.1 O problema da contrataçáo
	5.2 Indicadores de variáveis aleatórias
	5.3 Algoritmos aleatórios
	5.4 Análise probabilística e usos adicionaisde indicadores de variáveis aleatórias
	5.4.1 O paradoxo do aniversário
	5.4.2 Bolas e caixas
	5.4.3 Sequências
	5.4.4 O problema da contratação on-line



	Parte II - Ordenação e estatísticas de ordem
	Capítulo 6 - Heapsort
	6.1 Heaps
	6.2 Manutenção da propriedade de heap
	6.3 A construção de um heap
	6.4 O algoritmo heapsort
	6.5 Filas de prioridades

	Capítulo 7 - Quicksort
	7.1 Descrição do quicksort
	7.2 O desempenho de quicksort
	7.3 Uma versão aleatória de quicksort
	7.4 Análise de quicksort
	7.4.1 Análise do pior caso
	7.4.2 Tempo de execução esperado


	Capitulo 8 - Ordenação em tempo linear
	8.1 Limites inferiores para ordenação
	8.2 Ordenação por contagem
	8.3 Radix sort
	8.4 Bucket sort

	Capitulo 9 - Medianas e estatísticas de ordem
	9.1 Mínimo e máximo
	9.2 Seleçáo em tempo esperado linear
	9.3 Seleçáo em tempo linear no pior caso


	Parte III - Estruturas de dados
	Parte VIII - Apêndice: Fundamentos de matemática
	Apêndice A - Somatórios
	A.l Fórmulas e propriedades de somatórios
	A.2 Como limitar somatórios

	Apêndice B - Conjuntos e outros temas
	B. 1 Conjuntos
	B.2 Relações
	B.3 Funçóes
	B.4 Grafos
	B.5 Árvores
	B.5.1 Árvores livres
	B. 5.2 Árvores enraizadas e ordenadas
	B.5.3 Árvores binárias e árvores posicionais



	Bibliografia
	Índice




